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Abstrak. Suatu sistem matematika (A,∧,∨, (·)∼) dinamakan Pra A*-Aljabar, bila
anggota-anggotanya memenuhi sifat-sifat tertentu. Untuk selanjutnya, sistem (A,∧,∨,
(·)∼) ditulis A yang menyatakan Pra A*-Aljabar. Misal didefinisikan sebuah relasi ” ≤ ”

pada Pra A*-Aljabar dengan x ≤ y jika dan hanya jika y ∧ x = x ∧ y = x. Selanjutnya
misalkan terdapat suatu sistem matematika (Mx,∧,∨, ∗) dengan Mx = {s ∈ A|s ≤ x}.
Misalkan terdapat himpunan B(A) = {x ∈ A|x ∨ x∼ = 1} yang disebut senter (centre)

dari A, dan didefinisikan M ′a = {s ∈ B(A)|s ≤ a} dan M ′a∼ = {t ∈ B(A)|t ≤ a∼}.
Pada tulisan ini dikaji sifat-sifat dari Mx, yaitu: suatu sistem (Mx,∧,∨, ∗) adalah Pra
A*-Aljabar dengan unsur identitas 1, Mx = {x∧s|s ∈ A}, Mx = My jika dan hanya jika

x = y, Mx∩My = Mx∧y , (Mx)x∧y = Mx∧y , dan pemetaan αx : A→Mx adalah sebuah
homomorfisma pada. Kemudian juga dikaji bahwa A monomorfik dengan Ma×Ma∼ dan
B(A) ∼= M ′a ×M ′a∼ .

Kata Kunci : Aljabar Boolean, Pra A*-Aljabar, Pra A*-Homomorfisma, Dekomposisi Pra
A*-Aljabar

1. Pendahuluan

Gagasan Pra A*-Aljabar pertama kali diperkenalkan pada tahun 2000 oleh J.

Venkateswara Rao. Pra A*-Aljabar merupakan suatu sistem matematika (A,∧,∨,
(·)∼) dimana A adalah himpunan tak kosong, ∧ (meet) dan ∨ (join) adalah operasi-

operasi biner, dan (·)∼ (tilda) adalah operasi tunggal, yang anggota-anggotanya

memenuhi sifat-sifat: x∼∼ = x, x ∧ x = x, x ∧ y = y ∧ x, (x ∧ y)∼ = x∼ ∨ y∼,

x ∧ (y ∧ z) = (x ∧ y) ∧ z, x ∧ (y ∨ z) = (x ∧ y) ∨ (x ∧ z), dan (x ∧ y) = x ∧ (x∼ ∨ y).

Misalkan didefinisikan sebuah relasi ” ≤ ” pada Pra A*-Aljabar dengan s ≤ x

jika dan hanya jika s ∧ x = x ∧ s = s. Selanjtunya misalkan terdapat suatu sistem

matematika (Mx,∧,∨, ∗) dengan Mx = {s ∈ A|s ≤ x}.
Misalkan terdapat himpunan B(A) = {x ∈ A|x ∨ x∼ = 1} yang disebut senter

(centre) dari A. Kemudian didefinisikan M ′a = {s ∈ B(A)|s ≤ a} dan M ′a∼ = {t ∈
B(A)|t ≤ a∼}.

Makalah ini merupakan tinjauan ulang dari rujukan pustaka [2]. Pada makalah

ini penulis mengkaji kembali tentang Dekomposisi Pra A*-Aljabar.

2. Pra A*-Aljabar

Pada tulisan, diberikan definisi dari Pra A*-Aljabar dan sifat-sifat dari Pra A*-

Aljabar.
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Definisi 2.1. [3] Misal A adalah himpunan tak kosong. Suatu sistem matematika

(A,∧,∨, (·)∼) dikatakan Pra A*-Aljabar, dengan ∧ (meet) dan ∨ (join) adalah

operasi-operasi biner, dan (·)∼ (tilda) adalah operasi tunggal, jika untuk setiap

x, y, z,∈ A, berlaku: (i) x∼∼ = x, (ii) x ∧ x = x, (iii) x ∧ y = y ∧ x, (iv)

(x∧ y)∼ = x∼ ∨ y∼, (v) x∧ (y ∧ z) = (x∧ y)∧ z, (vi) x∧ (y ∨ z) = (x∧ y)∨ (x∧ z),
(vii) (x ∧ y) = x ∧ (x∼ ∨ y).

Definisi 2.2. Misalkan sistem (A,∧,∨, (·)∼) adalah Pra A*-Aljabar dengan unsur

identitas 1 dan 0. Suatu sistem lain, namakan A∗ dinamakan dual dari A jika:

(1) ∧ diganti dengan ∨,

(2) ∨ diganti dengan ∧,

(3) 0 diganti dengan 1,

(4) 1 diganti dengan 0.

Contoh 2.3. Himpunan W = {0, 1, 2} adalah suatu Pra A*-Aljabar dengan op-

erasi ∨,∧, dan (·)∼ yang didefinisikan seperti pada tabel berikut:

∧ 0 1 2

0 0 0 2

1 0 1 2

2 2 2 2

Tabel 1. Operasi Biner ∧ pada A

∨ 0 1 2

0 0 1 2

1 1 1 2

2 2 2 2

Tabel 2. Operasi Biner ∨ pada A

x x∼

0 1

1 0

2 2

Tabel 3. Operasi ∼ pada A

Definisi 2.4. [3] Misalkan A adalah Pra A*-Aljabar. Suatu unsur x ∈ A disebut

elemen sentral dari A jika x ∨ x∼ = 1. Selanjutnya, himpunan {x ∈ A|x ∨ x∼ = 1}
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disebut sebagai himpunan semua elemen sentral dari A, yang disebut senter (centre)

dari A dan dinotasikan dengan B(A).

Teorema 2.5. [3] Misalkan A adalah Pra A*-Aljabar dengan unsur identitas 1,

maka B(A) adalah aljabar Boolean dengan operasi ∨,∧, (·)∼.

Definisi 2.6. [3] Misalkan A1 dan A2 merupakan dua Pra A*-Aljabar. Pemetaan

f : A1 → A2 disebut Pra A*-homomorfisma jika untuk setiap a, b ∈ A1 berlaku:

(1) f(a ∧ b) = f(a) ∧ f(b),

(2) f(a ∨ b) = f(a) ∨ f(b),

(3) f(a∼) = (f(a))∼.

Jika homomorfisma f : A1 → A2 adalah pada, maka f disebut epimorfisma. Jika

homomorfisma f : A1 → A2 adalah satu - satu, maka f disebut monomorfisma.

Jika homomorfisma f : A1 → A2 adalah satu - satu dan pada, maka f disebut

isomorfisma, dan A1, A2 adalah isomorfik, yang dinotasikan dengan A1
∼= A2.

Definisi 2.7. Misalkan A adalah Pra A*-Aljabar. Didefinisikan sebuah relasi ” ≤ ”

pada A dengan x ≤ y jika dan hanya jika y ∧ x = x ∧ y = x, untuk setiap x, y ∈ A.

3. Pra A*-Aljabar Mx

Pada tulisan, akan dibahas sifat dari sistem (Mx,∧,∨, ∗) yang dinyatakan dalam

beberapa teorema berikut.

Teorema 3.1. [2] Misalkan A adalah sebuah Pra A*-Aljabar dengan x ∈ A, dan

Mx = {s ∈ A|s∧ x = x∧ s = s}. Maka (Mx,∧,∨, ∗) adalah Pra A*-Aljabar dengan

unsur identitas 1, dimana ∧ dan ∨ adalah operasi biner di A yang dibatasi pada

Mx.

Bukti. Misalkan x ∈ A dan Mx = {s ∈ A|s ∧ x = x ∧ s = s}. Sebelumnya akan

ditunjukkan bahwa jika s ∈ Mx, maka s∗ ∈ Mx. Misalkan s ∈ Mx, berarti s ∈ A
dan s∧x = x∧s = s. Karena s ∈ A, maka s∗ ∈ A. Akibatnya s∗∧x = (x∧s∼)∧x =

(s∼ ∧ x) ∧ x = s∼ ∧ (x ∧ x) = s∼ ∧ x = x ∧ s∼ = s∗, sehingga s∗ ∈Mx.

Selanjutnya akan ditunjukkan (Mx,∧,∨, ∗) adalah Pra A*-Aljabar dengan unsur

identitas 1. Berdasarkan Definisi 2.3.6, cukup ditunjukkan:

(1) Misalkan s ∈Mx. Akan ditunjukkan s∗∗ = s.

Perhatikan bahwa: s∗∗ = (s∗)∗ = (x∧s∼)∗ = (x∧(x∧s∼)∼) = (x∧(x∼∨s) =

x ∧ s = s.

(2) Misalkan s, t ∈Mx. Akan ditunjukkan (s ∧ t)∗ = s∗ ∨ t∗.
Perhatikan bahwa: (s∧t)∗ = x∧(s∧t)∼ = x∧(s∼∨t∼) = (x∧s∼)∨(x∧t∼) =

s∗ ∨ t∗.
(3) Misalkan s, t ∈Mx. Akan ditunjukkan s ∧ t = s ∧ (s∗ ∨ t).

Perhatikan bahwa: s∧ (s∗ ∨ t) = s∧ ((x∧ s∼)∨ t) = (s∧ (x∧ s∼))∨ (s∧ t) =

(s∧x∧s∼)∨(s∧t) = ((s∧x)∧s∼)∨(s∧t) = (s∧s∼)∨(s∧t) = (s∼∧s)∨(s∧t) =

(s ∧ t) ∨ (s∼ ∧ s) = (s∼ ∨ t) ∧ s = t ∧ s = s ∧ t.
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Untuk sifat-sifat lainnya, selama anggota dari sifat-sifat tersebut berada di A maka

anggota dari sifat-sifat tersebut juga berada di Mx. Oleh karena itu, (Mx,∧,∨, ∗)
adalah Pra A*-Aljabar. �

Teorema 3.2. [2] Misalkan A sebuah Pra A*-Aljabar, maka untuk setiap x, y ∈ A
berlaku:

(1) Mx = {x ∧ s|s ∈ A},
(2) Mx = My jika dan hanya jika x = y,

(3) Mx ∩My = Mx∧y,

(4) (Mx)x∧y = Mx∧y.

Bukti. Misalkan A sebuah Pra A*-Aljabar dan misalkan x, y ∈ A.

(1) Jelas dari definisi.

(2) (⇒) Misalkan Mx = My, berarti s ∈ Mx, s ∈ My. Akan ditunjukkan x = y.

Andaikan x 6= y, maka s∧x 6= s∧y. Hal ini kontradiksi dengan Mx = My. Jadi

haruslah x = y.

(⇐) Misalkan x = y. Akan ditunjukkan Mx = My, yaitu dengan menun-

jukkan (i) Mx ⊂My, (ii) Mx ⊃My.

(i) Misalkan z ∈ Mx, maka berlaku z ∈ A dan z ∧ x = x ∧ z = z. Karena

x = y, maka z ∧ y = y ∧ z = z. Jadi z ∈My. Oleh karena itu Mx ⊂My.

(ii) Misalkan z ∈ My, maka berlaku z ∈ A dan z ∧ y = y ∧ z = z. Karena

x = y, maka z ∧ x = x ∧ z = z. Jadi z ∈Mx. Oleh karena itu Mx ⊃My.

Dari (i) dan (ii), maka Mx = My.

(3) Akan ditunjukkan Mx∩My = Mx∧y, yaitu dengan menunjukkan (i) Mx∩My ⊂
Mx∧y, (ii) Mx ∩My ⊃Mx∧y.

(i) Misalkan s ∈Mx ∩My, maka s ∈Mx dan s ∈My.

Dari s ∈Mx diperoleh s ∈ A dan s∧x = x∧ s = s. Sedangkan, dari s ∈My

diperoleh s ∈ A dan s ∧ y = y ∧ s = s.

Perhatikan bahwa: (x ∧ y) ∧ s = x ∧ (y ∧ s) = x ∧ s = s.

Jadi diperoleh s ∈ A dan (x∧ y)∧ s = s∧ (x∧ y), sehingga s ∈Mx∧y. Oleh

karena itu, Mx ∩My ⊂Mx∧y.

(ii) Misalkan s ∈Mx∧y berarti s ∈ A dan (x ∧ y) ∧ s = s ∧ (x ∧ y) = s.

Perhatikan bahwa: x∧s = x∧ ((x∧y)∧s) = (x∧x)∧y∧s = (x∧y)∧s = s.

Jadi s ∈ A dan x ∧ s = s ∧ x = s, sehingga s ∈Mx.

Dan, perhatikan bahwa: y∧s = y∧((x∧y)∧s) = (y∧y)∧x∧s = y∧x∧s =

(x ∧ y) ∧ s = s.

Jadi s ∈ A dan y ∧ s = s ∧ y = s, sehingga s ∈ My. Karena s ∈ Mx dan

s ∈My, maka Mx ∩My ⊃Mx∧y.

Dari (i) dan (ii), maka Mx ∩My = Mx∧y.

(4) Misalkan t ∈Mx, maka (Mx)x∧y = {(x∧ y)∧ t|t ∈Mx} = {(x∧ y)∧ (x∧ s)|s ∈
A} = {(x ∧ y) ∧ s|s ∈ A} = Mx∧y. �

Teorema 3.3. [2] Misalkan A adalah sebuah Pra A*-Aljabar dengan unsur iden-

titas 1 dan x ∈ A, maka pemetaan αx : A → Mx yang didefinisikan sebagai

αx(s) = x ∧ s untuk setiap s ∈ A, adalah sebuah homomorfisma pada.
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Bukti. Misalkan s, t ∈ A. Sebelumnya, akan ditunjukkan αx adalah sebuah homo-

morfisma.

Perhatikan bahwa

(1) αx(s ∧ t) = x ∧ (s ∧ t) = (x ∧ s) ∧ (x ∧ t) = αx(s) ∧ αx(t).

(2) αx(s ∨ t) = x ∧ (s ∨ t) = (x ∧ s) ∨ (x ∧ t) = αx(s) ∨ αx(t).

(3) αx(s∼) = x ∧ s∼ = x ∧ (x∼ ∨ s∼) = x ∧ (x ∧ s)∼ = (x ∧ t)∗ = (αx(s∼))∗.

Selanjutnya ambil s ∈ Mx, akan dicari s ∈ A sehingga s = αx(s). Karena

s ∧ x = s dan diketahui αx(s) = s ∧ x, maka terdapat s ∈ A sedemikian sehingga

αx(s) = s. Oleh karena itu, αx adalah homomorfisma pada.�

4. Dekomposisi dari A

Pada tulisan, akan dibahas kaitan antara suatu Pra A*-Aljabar A dengan dekompo-

sisi Pra A*-Aljabar Ma ×Ma∼ dan himpunan semua elemen sentral dari A, B(A)

dengan dekomposisi Pra A*-Aljabar M ′a ×M ′a∼ . Pertama-tama, akan dibuktikan

lema berikut yang digunakan untuk membuktikan hasil utama pada bagian ini.

Lema 4.1. [2] Misalkan A adalah Pra A*-Aljabar dengan unsur identitas 1, dan

B(A) adalah himpunan semua elemen sentral dari A. Misal a ∈ B(A), dan x, y ∈ A.

Maka a ∧ x = a ∧ y dan a∼ ∧ x = a∼ ∧ y ⇔ x = y.

Bukti. Misalkan a ∈ B(A) dan x, y ∈ A.

(⇒) Misalkan a ∧ x = a ∧ y dan a∼ ∧ x = a∼ ∧ y. Akan ditunjukkan x = y.

Perhatikan bahwa: x = 1∧x = (a∨a∼)∧x = (a∧x)∨(a∼∧x) = (a∧y)∨(a∼∧y) =

(a ∨ a∼) ∧ y = 1 ∧ y = y.

(⇐) Misalkan x = y. Akan ditunjukkan a ∧ x = a ∧ y dan a∼ ∧ x = a∼ ∧ y.

Karena x = y, maka a ∧ x = a ∧ y dan a∼ ∧ x = a∼ ∧ y. �

Definisi 4.2. Misalkan A1, A2 adalah dua Pra A*-Aljabar dengan A1 × A2 =

{(a1, a2)|a1 ∈ A1, a2 ∈ A2}. Untuk setiap a1, a3 ∈ A1, a2, a4 ∈ A2, berlaku sifat-

sifat berikut:

(1) (a1, a2) ∧ (a3, a4) = (a1 ∧ a3, a2 ∧ a4),

(2) (a1, a2) ∨ (a3, a4) = (a1 ∨ a3, a2 ∨ a4),

(3) (a1, a2)∼ = (a∼1 , a
∼
2 ).

Teorema 4.3. [2] Misalkan A adalah sebuah Pra A*-Aljabar dengan unsur iden-

titas 1 dan a ∈ B(A), maka A monomorfik dengan Ma ×Ma∼ .

Bukti. Misalkan a ∈ B(A) dan x, y ∈ A. Didefinisikan α : A→Ma ×Ma∼ dengan

α(x) = (αa(x), αa∼(x)),∀x ∈ A.

Pertama-tama, akan ditunjukkan α terdefinisi dengan baik. Ambil x, y ∈ A den-

gan x = y. Akan ditunjukkan α(x) = α(y). Karena x = y, maka berdasarkan Lema

1 berlaku a ∧ x = a ∧ y dan a∼ ∧ x = a∼ ∧ y. Akibatnya α(x) = (αa(x), αa∼(x)) =

(a ∧ x, a∼ ∧ x) = (a ∧ y, a∼ ∧ y = (αa(y), αa∼(y)) = α(y).

Kemudian, akan ditunjukkan bahwa α adalah homomorfisma.

Perhatikan bahwa:
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(1) α(x ∧ y) = (αa(x ∧ y), αa∼(x ∧ y)) = (αa(x) ∧ αa(y), αa∼(x) ∧ αa∼(y)) =

(αa(x) ∧ αa∼(x), αa(y) ∧ αa∼(y)) = α(x) ∧ α(y).

(2) α(x ∨ y) = (αa(x ∨ y), αa∼(x ∨ y)) = (αa(x) ∨ αa(y), αa∼(x) ∨ αa∼(y)) =

(αa(x) ∨ αa∼(x), αa(y) ∨ αa∼(y)) = α(x) ∨ α(y).

(3) α(x∼) = (αa(x∼), αa∼(x∼)) = ((αa(x))∼, (αa∼(x))∼) = ((αa(x), αa∼(x))∼) =

(α(x))∼.

Selanjutnya, akan ditunjukkan α adalah satu-satu. Misal α(x) = α(y), maka

a∧ x = a∧ y dan a∼ ∧ x = a∼ ∧ y. Sehingga berdasarkan Lema 1, diperoleh x = y.

Karena α homomorfisma dan satu-satu, maka α adalah monomorfisma, sehingga α

monomorfik dengan Ma ×Ma∼ . �

Teorema 4.4. [2] Misalkan A adalah sebuah Pra A*-Aljabar dengan unsur iden-

titas 1 dan B(A) adalah himpunan semua elemen sentral dari A. Misal a ∈ B(A),

dan notasikan M ′a = {s ∈ B(A)|s ≤ a} dan M ′a∼ = {t ∈ B(A)|t ≤ a∼}. Maka

B(A) ∼= M ′a ×M ′a∼ .

Bukti. Misalkan a ∈ B(A). Didefinisikan β : B(A) → M ′a ×M ′a∼ dengan β(x) =

(βa(x), βa∼(x)),∀x ∈ B(A).

Karena pendefinisian β analog dengan α pada Teorema 5, maka β adalah

monomorfisma.

Selanjutnya, akan ditunjukkan β adalah suatu epimorfisma. Ambil (x, y) ∈M ′a×
M ′a∼ sebarang. Berarti x ∈ B(A) dan x ≤ a , dan y ∈ B(A) dan y ≤ a∼. Karena

x ≤ a diperoleh a ∧ x = x, selanjutnya karena y ≤ a∼ diperoleh a∼ ∧ y = y.

Akibatnya, a∼ ∧ x = a∼ ∧ a ∧ x = 1 ∧ x = 0 dan a ∧ y = a ∧ a∼ ∧ y = 1 ∧ y = 0.

Karena x, y ∈ B(A), maka (x ∨ y) ∨ (x ∨ y)∼ = (x ∨ y) ∨ 1 = x ∨ (y ∨ 1) =

x ∨ (y ∨ y∼) = x ∨ 1 = x ∨ x∼ = 1. Oleh karena itu diperoleh bahwa x ∨ y ∈ B(A).

Perhatikan bahwa: β(x∨y) = (βa(x∨y), βa∼(x∨y)) = (a∧(x∨y), a∼∧(x∨y)) =

((a ∧ x) ∨ (a ∧ y), (a∼ ∧ x) ∨ (a∼ ∧ y)) = (a ∧ x, a∼ ∧ y = (x, y).

Jadi ∀(x, y) ∈ M ′a ×M ′a∼ terdapat x ∨ y ∈ B(A) sehingga α(x ∨ y) = (x, y),

sehingga β adalah epimorfisma.

Karena β homomorfisma satu-satu dan pada, maka β adalah isomorfisma, se-

hingga B(A) ∼= M ′a ×M ′a∼ . �

5. Kesimpulan

Misal suatu sistem matematika (A,∧,∨, (·)∼) adalah Pra A*-Aljabar. Se-

lanjutnya diperoleh definisi dan sifat-sifat dari Pra A*-Aljabar seperti pada bagian

2, serta diperoleh juga sifat-sifat dari Mx seperti pada bagian 3. Dengan mendefin-

isikan M ′a = {s ∈ B(A)|s ≤ a} dan M ′a∼ = {t ∈ B(A)|t ≤ a∼} dengan

B(A) = {x ∈ A|x ∨ x∼ = 1} yang disebut senter (centre) dari A. Kemudian

diperoleh Dekomposisi dari A seperti pada bagian 4.
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