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Abstrak. Suatu sistem matematika (A, A,V,(-)™) dinamakan Pra A*-Aljabar, bila
anggota-anggotanya memenubhi sifat-sifat tertentu. Untuk selanjutnya, sistem (A, A,V,
(-)7) ditulis A yang menyatakan Pra A*-Aljabar. Misal didefinisikan sebuah relasi ”? <7
pada Pra A*-Aljabar dengan z < y jika dan hanya jika y A x = z A y = z. Selanjutnya
misalkan terdapat suatu sistem matematika (Mz, A, V, *) dengan M, = {s € A|s < z}.
Misalkan terdapat himpunan B(A) = {z € Alz V 2™ = 1} yang disebut senter (centre)
dari A, dan didefinisikan M} = {s € B(A)|s < a} dan M/~ = {t € B(A)|t < a™}.
Pada tulisan ini dikaji sifat-sifat dari M, yaitu: suatu sistem (Mg, A, V,*) adalah Pra
A*-Aljabar dengan unsur identitas 1, My = {x As|s € A}, M; = My jika dan hanya jika
x =y, MuyNMy = Mgpy, (Mz)zny = Mzay, dan pemetaan oy : A — M, adalah sebuah
homomorfisma pada. Kemudian juga dikaji bahwa A monomorfik dengan M, x My~ dan
B(A) = M} x M/ ~.

Kata Kunci: Aljabar Boolean, Pra A*-Aljabar, Pra A*-Homomorfisma, Dekomposisi Pra
A*-Aljabar

1. Pendahuluan

Gagasan Pra A*-Aljabar pertama kali diperkenalkan pada tahun 2000 oleh J.
Venkateswara Rao. Pra A*-Aljabar merupakan suatu sistem matematika (A, A, V,
(1)~) dimana A adalah himpunan tak kosong, A (meet) dan V (join) adalah operasi-
operasi biner, dan (-)~ (tilda) adalah operasi tunggal, yang anggota-anggotanya
memenuhi sifat-sifat: 2™~ =z, a Az =z, c Ay =y Az, (xAy)~ =z~ Vy~,
e AYNz) =@ Ay Az, A (YyVz)=(xAy)V(rAz),dan (zAy) =z A (2™ Vy).

Misalkan didefinisikan sebuah relasi ” < ” pada Pra A*-Aljabar dengan s < x
jika dan hanya jika s A x = & A s = s. Selanjtunya misalkan terdapat suatu sistem
matematika (M, A, V,*) dengan M, = {s € Als < z}.

Misalkan terdapat himpunan B(A) = {z € Alx V 2™~ = 1} yang disebut senter
(centre) dari A. Kemudian didefinisikan M/ = {s € B(4)|s < a} dan M. = {t €
B(A)|lt <a™}.

Makalah ini merupakan tinjauan ulang dari rujukan pustaka [2]. Pada makalah
ini penulis mengkaji kembali tentang Dekomposisi Pra A*-Aljabar.

2. Pra A*-Aljabar

Pada tulisan, diberikan definisi dari Pra A*-Aljabar dan sifat-sifat dari Pra A*-
Aljabar.
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Definisi 2.1. [3] Misal A adalah himpunan tak kosong. Suatu sistem matematika
(A, AV, (1)) dikatakan Pra A*-Aljabar, dengan A (meet) dan V (join) adalah
operasi-operasi biner, dan (-)~ (tilda) adalah operasi tunggal, jika untuk setiap
x,y,2,€ A, berlaku: (i) 2™~ = z, (i) x Nz = x, (W) Ny = y Az, (W)
(xAy)~” =a~Vy~, (v)aAyNz)=(xAy) Az, (vi)zA(yVz)=(xAy)V(xAz),
(vii) (x ANy) =z A (2™ Vy).

Definisi 2.2. Misalkan sistem (A, A\,V, (-)™) adalah Pra A*-Aljabar dengan unsur
identitas 1 dan 0. Suatu sistem lain, namakan A* dinamakan dual dari A jika:

(1) A diganti dengan V,
(2) V diganti dengan A,
(3) 0 diganti dengan 1,
(4) 1 diganti dengan 0.

Contoh 2.3. Himpunan W = {0, 1,2} adalah suatu Pra A*-Aljabar dengan op-
erasi V, A, dan (-)~ yang didefinisikan seperti pada tabel berikut:
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Tabel 1. Operasi Biner A pada A
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Tabel 2. Operasi Biner V pada A
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Tabel 3. Operasi ™~ pada A

Definisi 2.4. [3] Misalkan A adalah Pra A*-Aljabar. Suatu unsur x € A disebut
elemen sentral dari A jika xV ™~ = 1. Selanjutnya, himpunan {x € Alx V™~ =1}
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disebut sebagai himpunan semua elemen sentral dari A, yang disebut senter (centre)
dari A dan dinotasikan dengan B(A).

Teorema 2.5. [3] Misalkan A adalah Pra A*-Aljabar dengan unsur identitas 1,
maka B(A) adalah aljabar Boolean dengan operasi V, A, (-)™.

Definisi 2.6. [3] Misalkan A; dan As merupakan dua Pra A*-Aljabar. Pemetaan
[ Ay — Ay disebut Pra A*-homomorfisma jika untuk setiap a,b € Ay berlaku:

(1) flanbd) = fla) A f(b),
(2) flavb) = f(a)V f(b),
(3) f(a™) = (f(a))™.

Jika homomorfisma f : Ay — As adalah pada, maka f disebut epimorfisma. Jika
homomorfisma f : Ay — As adalah satu - satu, maka f disebut monomorfisma.
Jika homomorfisma f : A1 — As adalah satu - satu dan pada, maka f disebut
isomorfisma, dan Ay, As adalah isomorfik, yang dinotasikan dengan A1 = As.

Definisi 2.7. Misalkan A adalah Pra A*-Aljabar. Didefinisikan sebuah relasi” <7
pada A dengan x <y jika dan hanya jika y AN x = x Ny = x, untuk setiap x,y € A.

3. Pra A*-Aljabar M,

Pada tulisan, akan dibahas sifat dari sistem (M, A, V,*) yang dinyatakan dalam
beberapa teorema berikut.

Teorema 3.1. [2] Misalkan A adalah sebuah Pra A*-Aljabar dengan x € A, dan
M, ={s€ Alshz=xAs=s}. Maka (M, \,V,*) adalah Pra A*-Aljabar dengan
unsur identitas 1, dimana A dan V adalah operasi biner di A yang dibatasi pada
M,.

Bukti. Misalkan z € A dan M, = {s € A|s Az = 2 A s = s}. Sebelumnya akan
ditunjukkan bahwa jika s € M,, maka s* € M,. Misalkan s € M, berarti s € A
dan sAx = xAs =s. Karena s € A, maka s* € A. Akibatnya s* Az = (zAs™) Az =
(s"ANzx)ANx=s"N(zxAz)=85" ANz =1xAs~ =s*, sehingga s* € M,.

Selanjutnya akan ditunjukkan (M., A, V, ) adalah Pra A*-Aljabar dengan unsur
identitas 1. Berdasarkan Definisi 2.3.6, cukup ditunjukkan:

(1) Misalkan s € M,,. Akan ditunjukkan s** = s.
Perhatikan bahwa: s** = (s*)* = (xAs™)* = (xA(xAs™)™) = (xA(x™Vs) =
TAS=Ss.
(2) Misalkan s,t € M,,. Akan ditunjukkan (s A t)* = s* V t*.
Perhatikan bahwa: (sAt)* = 2 A(sAE)™ = 2 A(s™VEY) = (xAs™)V(zALY) =
s* VvVt
(3) Misalkan s,t € M,. Akan ditunjukkan s At = s A (s* V).
Perhatikan bahwa: s A (s*Vit) = sA((x As™)VE) = (sA(xAs™))V (sAL)
(SAZAS™)V (sAt) = ((SAZ)AS™)V(sAL) = (sAs™)V(sAL) = (s~ As)V(sAL)
(SA)V(sTAs)=(s"VE)As=tANs=5sAtL.
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Untuk sifat-sifat lainnya, selama anggota dari sifat-sifat tersebut berada di A maka
anggota dari sifat-sifat tersebut juga berada di M,. Oleh karena itu, (M, A, V,*)
adalah Pra A*-Aljabar. B m|

Teorema 3.2. [2] Misalkan A sebuah Pra A*-Aljabar, maka untuk setiap z,y € A
berlaku:

(1) M, ={x As|s e A},

(2) M, = M, jika dan hanya jika © =y,
(8) My N M, = Mgyny,

(4) (Mx)w/\y = Mw/\y-

Bukti. Misalkan A sebuah Pra A*-Aljabar dan misalkan x,y € A.

(1) Jelas dari definisi.

(2) (=) Misalkan M, = M,, berarti s € M,, s € M,. Akan ditunjukkan = = y.
Andaikan = # y, maka s Az # sAy. Hal ini kontradiksi dengan M, = M,. Jadi
haruslah z = y.

(<) Misalkan z = y. Akan ditunjukkan M, = M,, yaitu dengan menun-
jukkan (i) M, C M,, (ii) M, > M,.

(i) Misalkan z € M,, maka berlaku z € A dan z Ax = 2 A z = z. Karena
x =1y, maka 2 Ay =y Az =z Jadi z € M. Oleh karena itu M, C M,.

(ii) Misalkan z € M,, maka berlaku z € A dan z Ay = y A z = z. Karena
=y, maka 2 Az =x Az =z Jadi z € M,. Oleh karena itu M, D M,.

Dari (i) dan (ii), maka M, = M,.

(3) Akan ditunjukkan M, NM, = My,,, yaitu dengan menunjukkan (i) M,NM, C

Myny, (1) My N My D Mapy.

(i) Misalkan s € M, N M, maka s € M, dan s € M,.

Dari s € M, diperoleh s € A dan s Az = x As = s. Sedangkan, dari s € M,
diperoleh s € Adan sAy=yAs=s.

Perhatikan bahwa: (x Ay) As=ax A (yAs)=xzAs=s.

Jadi diperoleh s € A dan (z Ay) As = s A (z Ay), sehingga s € M x,. Oleh
karena itu, My N My, C Mgpy.

(ii) Misalkan s € My, berarti s € Adan (x Ay) As=sA(xAy) =s.

Perhatikan bahwa: xAs =z A((x Ay)As) = (xAx)AyAs= (xAy)As =s.

Jadi s € A dan x A s = s Ax = s, sehingga s € M.

Dan, perhatikan bahwa: yAs = yA((x Ay)As) = (YAY)ATAS =yATAs =
(xAy)As=s.

Jadi s € A dan y A s = s Ay = s, sehingga s € M,,. Karena s € M, dan
s € My, maka My N My D Myy.

Dari (i) dan (ii), maka M, N M, = Mza,.

(4) Misalkan ¢ € M,, maka (My)zny = {(xAy) ALt € My} ={(zAy)A(zAs)|s €
Al ={(zNy)Ns|s€ A} = Mp,. B O

Teorema 3.3. [2] Misalkan A adalah sebuah Pra A*-Aljabar dengan unsur iden-
titas 1 dan r € A, maka pemetaan oy : A — M, yang didefinisikan sebagai
az(8) = x A s untuk setiap s € A, adalah sebuah homomorfisma pada.
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Bukti. Misalkan s,t € A. Sebelumnya, akan ditunjukkan o, adalah sebuah homo-
morfisma.
Perhatikan bahwa

(1) az(sAt)y =z A(sAt)=(zAs)A(xAt) = az(s) A ag(t).
(2) am(s\/t):a?/\(s\/t):(x/\s)\/( t) = az(s) V ag(t).
(B) az(s™)=axAs” =z A(@”VsY)=axA(xAs)” =(xAt) = (a(s™))*.

Selanjutnya ambil s € M, akan dicari s € A sehingga s = «,(s). Karena
s Az = s dan diketahui a,(s) = s A z, maka terdapat s € A sedemikian sehingga
az(s) = s. Oleh karena itu, o, adalah homomorfisma pada.ll m|

4. Dekomposisi dari A

Pada tulisan, akan dibahas kaitan antara suatu Pra A*-Aljabar A dengan dekompo-
sisi Pra A*-Aljabar M, x M,~ dan himpunan semua elemen sentral dari A, B(A)
dengan dekomposisi Pra A*-Aljabar M/ x M! .. Pertama-tama, akan dibuktikan
lema berikut yang digunakan untuk membuktikan hasil utama pada bagian ini.

Lema 4.1. [2] Misalkan A adalah Pra A*-Aljabar dengan unsur identitas 1, dan
B(A) adalah himpunan semua elemen sentral dari A. Misala € B(A), dan z,y € A.
Maka aNx=aAy dana~ Nx=a~ Ny Sz =y.

Bukti. Misalkan a € B(A) dan z,y € A.

(=) Misalkan a Az = a Ay dan ™ Az = a™ Ay. Akan ditunjukkan © = y.

Perhatikan bahwa: x = 1Az = (aVa™)Az = (aAz)V(a~Az) = (aAy)V(a™~Ay) =
(ava™)ANy=1Ay=uy.

(<) Misalkan z = y. Akan ditunjukkan a Az = a Ay dan a™ Az = a™ A y.
Karena x =y, makna Az =aAydana> Az =a"~"Ny. R O

Definisi 4.2. Misalkan A1, Ao adalah dua Pra A*-Aljabar dengan Ay x As =
{(a1,a2)|a1 € A1,a2 € As}. Untuk setiap ay1,a3 € A1,a2,a4 € Ag, berlaku sifat-
sifat berikut:

(1) (a1,a2) A (a3
(2) (a1,a2)V (a
(3) (a1,a2)~ =

Teorema 4.3. [2] Misalkan A adalah sebuah Pra A*-Aljabar dengan unsur iden-
titas 1 dan a € B(A), maka A monomorfik dengan M, X My~

) (al/\ag,ag/\a4),
) ((11\/&3,&2\/(14),

as,
(a7, ay’).

Bukti. Misalkan a € B(A) dan z,y € A. Didefinisikan « : A — M, x M,~ dengan
a(z) = (ag(z), ag~(x)), Yz € A.

Pertama-tama, akan ditunjukkan o terdefinisi dengan baik. Ambil z,y € A den-
gan x = y. Akan ditunjukkan «o(z) = a(y). Karena x = y, maka berdasarkan Lema
1 berlaku a Az = a Ay dan a™ Az = a™ Ay. Akibatnya a(z) = (a.(2), ag~(x)) =
(aAz,a™Ax)=(anya” Ny = (au(y), ca~(y) = aly).

Kemudian, akan ditunjukkan bahwa « adalah homomorfisma.

Perhatikan bahwa:
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(1) alz Ay) = (aa(z Ay),aa~(x Ay) = (@) A aa(y), aa~(2) A aa~(y)) =
(aa(x) A g~ (LL' uaa(y) A Qg (y)) = Oé(il‘) A a(y)

(2) a(z Vy) = (@ Vy)a(VYy) = (@) V au(y),aa~(z) V aa~(y) =
(aa .’1?) N g~ (*T aaa(y) \ Qg y)) = CY(.’L‘) v a(y)

3) a(z™) = (aa(z7), aa~(27)) = ((@a(®))”, (@~ (2))7) = ((a(2), da~ (2))7) =

Selanjutnya, akan ditunjukkan o« adalah satu-satu. Misal a(z) = a(y), maka
aANx=aAydan a~ Az = a™~ Ay. Sehingga berdasarkan Lema 1, diperoleh = = y.
Karena o homomorfisma dan satu-satu, maka o adalah monomorfisma, sehingga o
monomorfik dengan M, x M,~. & O

Teorema 4.4. [2] Misalkan A adalah sebuah Pra A*-Aljabar dengan unsur iden-
titas 1 dan B(A) adalah himpunan semua elemen sentral dari A. Misal a € B(A),
dan notasikan M., = {s € B(A)|s < a} dan M. = {t € B(A)|t < a™}. Maka
B(A) @ M! x M.

Bukti. Misalkan a € B(A). Didefinisikan 8 : B(4) — M/ x M/. dengan §(z) =
(Ba(2), Ba~()),Vz € B(A).

Karena pendefinisian [ analog dengan « pada Teorema 5, maka 8 adalah
monomorfisma.

Selanjutnya, akan ditunjukkan 8 adalah suatu epimorfisma. Ambil (z,y) € M/ x
M . sebarang. Berarti x € B(A) dan « < a , dan y € B(A) dan y < ™. Karena
x < a diperoleh a A x = x, selanjutnya karena y < a™ diperoleh a™ Ay = y.
Akibatnya, a” Ax =a~ AaAz=1Az=0danaAy=aANa~ ANy=1Ay=0.

Karena z,y € B(A), maka (zVy)V(zVy)~ =@@Vy VvVli=azVv(yVvl =
xV(yVy~)=xV1=aVz~ =1 Oleh karena itu diperoleh bahwa z vV y € B(A).

Perhatikan bahwa: S(zVy) = (B.(xVy), Ba~ (xVY)) = (aA(xVYy),a~A(zVy)) =
((anz)Viany), (@ ANz)V (e~ Ay)=(aANz,a™ ANy = (z,9).

Jadi V(z,y) € M, x M.. terdapat  Vy € B(A) sehingga a(x V y) = (z,y),
sehingga (8 adalah epimorfisma.

Karena § homomorfisma satu-satu dan pada, maka [ adalah isomorfisma, se-
hingga B(A) = M) x M,.. R O

5. Kesimpulan

Misal suatu sistem matematika (A, A,V,(-)~) adalah Pra A*-Aljabar. Se-
lanjutnya diperoleh definisi dan sifat-sifat dari Pra A*-Aljabar seperti pada bagian
2, serta diperoleh juga sifat-sifat dari M, seperti pada bagian 3. Dengan mendefin-
isikan M] = {s € B(A)|s < a} dan M. = {t € B(A)|t < a™} dengan
B(A) = {z € Alz V2™~ = 1} yang disebut senter (centre) dari A. Kemudian
diperoleh Dekomposisi dari A seperti pada bagian 4.
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