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Abstrak. Misalkan G = (V(G), E(G)) adalah suatu graf terhubung tak trivial. Defin-
isikan suatu pewarnaan ¢ : E(G) — {1,2,--- ,k}, k € N, dimana dua sisi yang berte-
tangga boleh berwarna sama. Suatu lintasan u — v path P di G dinamakan rainbow path
jika tidak terdapat dua sisi di P yang berwarna sama. Graf G disebut rainbow connected
jika setiap dua titik yang berbeda di G dihubungkan oleh rainbow path. Pewarnaan
sisi yang menyebabkan G bersifat rainbow connected dikatakan rainbow coloring. Bi-
langan Rainbow connection dari graf terhubung G, ditulis r¢(G), didefinisikan sebagai
banyaknya warna minimal yang diperlukan untuk membuat graf G bersifat rainbow con-
nected. Misalkan ¢ adalah rainbow coloring dari graf terhubung G. Untuk dua titik u
dan v di G, rainbow u — v geodesic pada G adalah rainbow u — v path yang panjangnya
d(u,v) dimana d(u,v) adalah jarak antara u dan v (panjang u — v path terpendek di
G. Graf G dikatakan strongly rainbow connected jika G memiliki suatu rainbow u — v
geodesic untuk setiap dua titik v dan v di G. Minimum k yang terdapat pada pewarnaan
c sedemikian sehingga G adalah strongly rainbow connected dikatakan bilangan strong
rainbow connection, src(G), di G. Pada paper ini akan dikaji tentang bilangan strong
rainbow connection untuk graf Roda dan graf Kubik.

Kata Kunci: Bilangan Strong Rainbow Connection, graf Roda, graf Kubik

1. Pendahuluan

Konsep rainbow connection suatu graf pertama kali diperkenalkan oleh Chartrand,
Johns, McKeon dan Zhang [3] pada tahun 2006. Misalkan G = (V(G), E(G))
adalah suatu graf terhubung tak trivial. Definisikan suatu pewarnaan ¢ : E(G) —
{1,2,--- ,k}, k € N, dimana dua sisi yang bertetangga boleh berwarna sama. Suatu
lintasan v — v path P di G dinamakan rainbow path jika tidak terdapat dua sisi di P
yang berwarna sama. Graf G disebut rainbow connected jika setiap dua titik yang
berbeda di G dihubungkan oleh rainbow path.

Pewarnaaan sisi yang menyebabkan G bersifat rainbow connected dikatakan
rainbow coloring. Jelas jika G adalah rainbow comnected, maka G terhubung. Se-
baliknya, setiap graf terhubung memiliki pewarnaan sisi trivial sehingga G bersi-
fat rainbow connected, yaitu setiap sisi diwarnai dengan warna berbeda. Bilangan
Rainbow connection dari graf terhubung G, ditulis r¢(G), didefinisikan sebagai
banyaknya warna minimal yang diperlukan untuk membuat graf G bersifat rain-
bow connected. Suatu rainbow coloring yang menggunakan sebanyak rc(G) warna
dikatakan minimum rainbow coloring.
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Misalkan ¢ adalah rainbow coloring dari graf terhubung G. Untuk dua titik v dan
v di G, rainbow u — v geodesic pada G adalah rainbow u — v path yang panjangnya
d(u,v) dimana d(u,v) adalah jarak antara v dan v (panjang u — v path terpendek
di (G). Graf G dikatakan strongly rainbow connected jika G memiliki suatu rainbow
u — v geodesic untuk setiap dua titik v dan v di G. Dalam kasus ini, pewarnaan c
dikatakan strong rainbow coloring di G. Minimum k yang terdapat pada pewarnaan
c: E(G) = {1,2, - ,k} sedemikian sehingga G adalah strongly rainbow connected
dikatakan bilangan strong rainbow connection atau strong rainbow connection num-
ber, src(G), di G. Suatu strong rainbow coloring di G yang menggunakan src(G)
warna dikatakan minimum strong rainbow coloring di G. Jadi, r¢(G) < sre(G) un-
tuk setiap graf terhubung di G [3]. Selanjutnya, jika G adalah graf terhubung tak
trivial dengan ukuran m dan diam(G) = max{d(u,v)|u,v € V(G)}, maka

diam(G) < re(G) < sre(G) < m. (1.1)

Pada paper ini akan dikaji tentang bilangan strong rainbow connection untuk

graf Roda dan graf Kubik.

2. Beberapa Konsep dalam Rainbow Connection

Berikut disajikan kembali proposisi yang membahas tentang graf G dengan ukuran
m yang mempunyai nilai r¢(G) dan sre(G) 1,2 dan m.

Proposisi 2.1. [5] Misalkan G suatu graf terhubung tak trivial berukuran m. Maka
berlaku

(1) rc(G) = sre(G@) =1 jika dan hanya jika G suatu graf lengkap,
(2) re(G) = 2 jika dan hanya jika src(G) = 2,
(8) re(G) = sre(G) = m jika dan hanya jika G suatu graf pohon.

Bukti.

(1) Jika pada graf lengkap G diberikan 1 warna untuk tiap sisi-sisinya, maka untuk
setiap dua titik v dan v di G terdapat rainbow I-coloring yang juga merupakan
u — v geodesic. Jadi G merupakan rainbow I1-coloring dan strong rainbow 1-
coloring sehingga rc(G) = sre(G) = 1. Jika re(G) = ser(G) = 1 tidak ada dua
titik yang tidak bertetangga maka haruslah G merupakan graf lengkap.

(2) Jika rc(G) = 2, ini berarti G memiliki suatu rainbow 2-coloring yang mengaki-
batkan setiap dua titik yang tidak bertetangga dihubungkan oleh suatu rainbow
path dengan panjang 2, maka haruslah scr(G) > 2. Karena lintasan tersebut
merupakan geodesic, jadi tidak mungkin scr(G) > 2 maka src(G) = 2. Seba-
liknya, asumsikan src(G) = 2. berdasarkan (1) haruslah er(G) < 2. karena G
bukan merupakan graf lengkap, sehingga rc(G) = 2.

(3) Andaikan G bukan graf pohon. Maka G memiliki suatu lingkaran C
V1, Vg, , Uk, v1 dimana k > 3. Maka (m — 1) — coloring terhadap sisi-sisi
G yang memberikan 1 untuk sisi v1vy dan vovs, dan memberikan (m — 2) buah
warna berbeda dari himpunan warna {2,3,--- ,m — 1} untuk m — 2 sisi tesisa
di G adalah rainbow coloring. Jadi, r¢(G) < m — 1. Selanjutnya misalkan G
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adalah graf pohon dengan ukuran m. Asumsikan bahwa rc(G) < m — 1. Mis-
alkan ¢ adalah suatu minimum rainbow coloring di G. Maka terdapat sisi e
dan f sehingga c(e) = ¢(f). Asumsikan tanpa mengurangi perumuman, bahwa
e =uv dan f = zy, dan G memiliki suatu v — y path u,v,--- ,x,y. Maka tidak
terdapat rainbow u — y path di G, kontradiksi dengan G mempunyai rainbow
coloring. Jadi, haruslah G adalah graf pohon berukuran m. O

Proposisi 2.2. [3 Misalkan C,, adalah graf lingkaran dengan banyak titik n, di-
mana n > 4 maka rc(C,) = sre(Cy) = [5].

Bukti. Misalkan terdapat graf lingkaran C,,, dimana

V(Cn) = {U17v27' o ,’Un,’l)l}7
E(Cr) = {viviga[l < i <njU{vion}.

Pandang dua kasus berikut.
Kasus 1. n genap.
Misalkan n = 2k untuk bilangan bulat £ > 2 maka jelas bahwa

sre(Cp) > r¢(Cp) > diam(Cr) = k.
Selanjutnya, konstruksikan pewarnaan sisi ¢ dari C,, sebagai berikut.

oles) = i, untuk 1 <4 < k;
YT li—k,untuk k+1 <3 <n.

Berdasarkan pertidaksamaan 1.1, berlaku rc(Cp) < srce(C,) < k, sehingga
re(Cy) = sre(Cy) = k.

Kasus 2. n ganjil.

Misalkan n = 2k + 1 untuk bilangan bulat & > 2. Konstruksikan pewarnaan sisi f
dari C,, dengan

Fles) = 1, untuk 1 <7< k—+1;
Y li—k—1,untuk k+2<i<n.

Karena f adalah strong rainbow (k+1)-coloring dari C,, maka rc(C,) < sre(Cy) <
k 4+ 1. Karena rc¢(C,) > diam(C,) = k maka rc(C,) = k atau rc(Cp) = k + 1.
Selanjutnya, klaim bahwa rc¢(C,) = k 4+ 1. Andaikan rc¢(C,) = k. Misalkan f’
adalah suatu rainbow k-coloring dari C),. Selanjutnya, misalkan P adalah lintasan
dari u ke v pada C;,. Maka P adalah lintasan u-v geodesic di C,,, sehingga P adalah
rainbow path, sementara u-v path lainnya di C,, bukan rainbow path karena memiliki
panjang k + 1.

Tanpa mengurangi perumuman, misalkan f’(vgy1vg+2) = k. Pandang titik-titik
V1, Vg42 dan viio. Karena lintasan vy — vi41 geodesic P : vy1,va,- -+ , k41 adalah
rainbow path dan lintasan v —vgyo geodesic, Q : v1, Uy, - - - Up—1, Vg42 adalah rainbow
path, maka beberapa sisi di P dan ) dapat diwarnai dengan warna k. Karena
Vg — Vg2 geodesic, v, vz, -+ , Upro adalah rainbow path maka f'(vivy) = k. Dengan
cara yang sama, v, — Ugt1 geodesic, Un,Vp_1,Un_2 - Vi1 sehingga f'(v,v1) = k
diperoleh f'(vivg) = f'(vyv1) = k. Ini berarti, tidak terdapat raibow ve — vy, path di
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G. Ini kontradiksi dengan [’ adalah suatu rainbow k-coloring dari C,,. Jadi, haruslah
re(Cp) = sre(Cp) =k + 1. |

Proposisi 2.3. [3] Untuk n > 3, bilangan rainbow connection dari graf roda (W)
adalah

1, untuk n = 3;
re(Wy) = ¢ 2, untuk 4 <n < 6;
3, untukn > 1.

Bukti. Misalkan W), terdiri dari n-cycle, Cy : {vi,va, -, Vp,V(ns1) = v1} dan

v adalah titik lain yang terhubung pada setiap titik di C),. Karena W3 ~ Ky,

maka berdasarkan Proposisi 2.1, diperoleh bahwa rc¢(W3) = 1. Misalkan ¢(e) adalah

pewarnaan pada suatu graf G. Untuk 4 < n < 6, W,, bukan merupakan graf lengkap,
sehingga rc¢(W,,) > 2. Definisikan pewarnaan c : E(W,,) — {1,2} sebagai berikut.

1,14 jil

C(Uﬂ)) _ { I Z ganji

2, 1 genap

1, 7 ganjil

2, ¢ genap

c(vivit1) = {

Diperoleh bahwa re(W,,) = 2 untuk 4 < n < 6.
Untuk n > 7 terdapat 3-pewarnaan ¢ : E(W,,) — {1,2, 3}, yang didefinisikan oleh:
1 1
C(’Ui’U) _ { ) Z ganji
2,1 genap

c(e) = 3, untuk setiap e € E(C),).

Diperoleh bahwa rc(W,,) < 3.

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa rc¢(W,,) > 3. Karena W,, bukan merupakan
suatu graf lengkap, maka r¢(W,,) > 2. Asumsikan sebaliknya rc(W,,) = 2. Misalkan
¢ adalah 2-pewarnaan pada W,,, dan asumsikan ¢(v;v) = 1. Untuk setiap ¢ dengan
4 < i <n-—2, terdapat lintasan v; — v; dengan panjang 2 pada graf W,,, sehingga
c(v;v) = 2 untuk setiap 4 < i < n — 2. Karena c(vqv) = 2, maka c(v,v) = 1,
demikian pula untuk c¢(vzv) = 2 saling berhadapan dengan c(v(,_1yv) = 1. Karena
c(V(n—1)v) = 1 maka c(vov) = 2, sehingga ditemukan dua sisi yang berdekatan
dengan warna yang sama c(vov) = 2 dan ¢(vsv) = 2, yang mengakibatkan lintasan
vy —v5 bukan merupakan rainbow connection pada graf W,,. Karena itu, rc(W,,) = 3
untuk n > 7. |

Teorema berikut menyajikan bilangan strong rainbow connection untuk graf roda
dan graf kubik.

Proposisi 2.4. [ Bilangan strong rainbow connection dari graf roda adalah
sre(Wy,) = [n/3] dengan n > 3.

Bukti. Misalkan W, terdiri dari n lingkaran, Cy, : {v1,v2, ++ ,Up,0p41 = v1} dan
v adalah titik lain yang terhubung pada setiap titik lain di C,,. Karena W3 ~ Ky,
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maka berdasarkan Proposisi 2.1, sre(W3) = 1. Untuk 4 < n < 6, diperoleh bahwa
rc(W,,) = 2, sehingga berdasarkan Proposisi 2.1, jelas bahwa sre(W,,) = 2. Maka
sre(Wy,) = [n/3] untuk 4 < n < 6.

Selanjutnya untuk n > 7, terdapat k bilangan bulat sedemikian sehingga 3k —
2 < n < 3k. Pertama-tama akan ditunjukkan bahwa src¢(W,) > k. Asumsikan
kontradiksi yaitu sre(W,,) < k — 1. Misalkan ¢ adalah pewarnaan strong rainbow
(k — 1) coloring dari W,,. Karena d(v) = n > 3(k — 1), maka terdapat S C V(C,,)
dimana |S| = 4 dan semua sisi di himpunan uv|u € S berwarna sama. Akibatnya,
terdapat dua sisi v —u’ € S dimana de, (u',u") > 3 dan dw, (u',u") = 2. Karena
u/,v,u” hanya ul,u” geodesic di W,,, maka terdapat rainbow u —u yang bukan
geodesic di W,,. Jadi src(W,,) > k.

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa src(W,,) < k. Definisikan pemetaan strong
rainbow k coloring ¢ : E(W,,) — {1,2,--- ,k} dari W, yaitu sebagai berikut.

1, jika e = v;v;41,1 bilangan ganjil
ole) = 2, jika e = v;v;41,¢ bilangan genap
) j+1, jikae=ww,i €{3j+1,3j +2,35+3;}

untuk 0 <53 <k —1.
Dapat dilihat bahwa terdapat lintasan u — v geodesic. Oleh karena itu, diperoleh
sre(W,,) =k = [n/3] untuk n > 7. |

Pada Gambar 1 diberikan ilustrasi bilangan strong rainbow connection graf roda
dengan n = 7.

vii

Gambar 1. Strong rainbow connection untuk graf roda

Pada kajian ini akan ditentukan bilangan rainbow connection dan bilangan strong
rainbow connection dari graf kubik C™ yang dapat direpresentasikan menjadi tepat
dua lingkaran yang saling lepas (two disjoint cycle). Karena graf kubik tersebut
memuat tepat dua lingkaran yang saling lepas maka banyak titik dari graf kubik C™
adalah genap, yaitu n = 2m untuk suatu bilangan asli m > 3. Jelas bahwa graf kubik
adalah graf yang setiap titiknya berderajat tiga (3-reguler). Perhatikan dua graf
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lingkaran dalam C% dan graf lingkaran luar C!, dengan masing-masing m > 3 titik.
Misalkan himpunan titik lingkaran dalam adalah V(C%) := {v1, v, -+ , UpmUms1 =
vy} dan himpunan titik lingkaran luar adalah V(C!)) = {uy,u2, - , UmUmi1 =
uq }. Jadi, jumlah titik setiap graf kubik adalah genap yaitu |[V(C™)| = 2m untuk
suatu bilangan asli m > 3. Teorema berikut memperlihatkan bilangan rainbow
connection dan bilangan strong rainbow connection dari graf kubik C™ dengan n =
2m titik.

Teorema 2.5. { Untuk n > 4, bilangan rainbow connection dan bilangan strong
rainbow connection dari graf kubik C™ yang direpresentasikan dengan dua buah graf
lingkaran sehingga n = 2m titik adalah

1, untuk n = 4;
re(C™) = sre(C™) =< m/2+ 1, untuk m > 3, m genap,
[m/2], untuk m > 3,m gangil.

Bukti. Akan dicari bilangan rainbow connection dan bilangan strong rainbow con-
nection dari graf kubik. Perhatikan Gambar 2.

Vi V2

Ny
/N

Vs V4

Gambar 2. Graf kubik dengan n = 12 dan m = 6

Dari Gambar 2, misalkan terdapat dua lingkaran dengan m titik, lingkaran luar
Cp, dengan V(C,,) = {v1,va, - ,v6} dari graf kubik, dan lingkaran dalam C,/n
dengan V(C’;n) = {ui,ug, -+ ,us} dan E(Cy,) = {vjvi41,uw;u;41} untuk setiap
i di G dengan 1 < i < m. Karena C* = K, berdasarkan Proposisi 2.1 maka
re(C™) = sre(C™) = 1. Untuk n > 6, bilangan rainbow connection dan bilangan
strong rainbow connection dari graf kubik adalah rc¢(C™) = sre(C™) = m/2+ 1 un-
tuk m genap dan r¢(C™) = sre(C™) = [m/2] untuk m ganjil. Pandang dua kasus
berikut:

Kasus 1. m adalah genap.
Misalkan m = 2k untuk bilangan bulat k& > 2 maka src(C") > re(C™) >
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diam(C™) = k + 1. Definisikan pewarnaan sisi c¢(e) dari C™ sebagai berikut.

c(svie) = 1, untuk 1 <i¢ <k
¥l = i—k, untuk k+1<i<m.

c(uitiinr) = i, untuk 1 <¢ <k
SR T — K, untuk k41 < i < m.
c(viu;) = k+ 1, untuk 1 <4 <m.

Kasus 1. m adalah ganjil.
Misalkan m = 2k + 1 untuk bilangan bulat k > 2. Definisikan pewarnaan sisi c¢(e)
dari C,, dengan

c(viviy1) = {

i, untuk 1 <i<k+1
i—k—1, untuk k+2 <7 <m.

i, untuk 1 <i<k+1
i—k—1, untuk k +2 <i < m.

c(uitit1) = {

c(vnus) = {k +1, jika e = vuy, i € {24,275 + 1}, untuk setiap j = 0;

v 7, jika e = vyu;, @ € {25,25 + 1}, untuk 1 < j < k.
Berdasarkan Kasus 1 dan Kasus 2 pada Proposisi 2.3, untuk n genap dan n
ganjil sama halnya dengan m genap dan m ganjil yang terdiri dari dua buah
lingkaran dalam dan lingkaran luar m1 dan m2. Setiap titik pada lingkaran dalam
dan lingkaran luar dihubungkan oleh satu sisi (v;u;), dan terdapat lintasan wv
yang bukan geodesic jika rc¢(C™) = src¢(C™) = k untuk m genap. Jadi, haruslah
re(C™) = sre(C™) = k + 1 untuk m genap dan m ganjil. O

Pada Gambar 3 diberikan ilustrasi bilangan rainbow connection dan bilangan
strong rainbow connection pada graf kubik n = 16 dan m = 8.

Gambar 3. Graf kubik dengan n = 16 dan m = 8

3. Kesimpulan

Pada tulisan ini telah diperoleh bilangan rainbow connection dan bilangan strong
rainbow connection untuk graf roda dan graf kubik.
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