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Abstrak. Pada tulisan ini akan dibahas tentang bagaimana menentukan suatu grup
kuosien fuzzy dari suatu grup. Untuk itu, diperlukan konsep-konsep tentang grup, sub-
grup normal, koset, himpunan fuzzy, subgrup normal fuzzy dan koset fuzzy. Diberikan
G adalah grup, pemetaan p : G — [0,1] disebut himpunan fuzzy dari G. Diberikan
K, N subgrup normal dari G dan ¢ adalah himpunan semua koset fuzzy dari G, maka
pemetaan i : G/K — [0,1] dan i : { — [0, 1] merupakan suatu grup kuosien fuzzy.

Kata Kunci: Grup kuosien fuzzy, grup, subgrup normal, koset, himpunan fuzzy, subgrup
normal fuzzy, koset fuzzy

1. Pendahuluan

Grup kuosien merupakan salah satu materi dalam mata kuliah struktur aljabar
yang meliputi konsep grup, subgrup, subgrup normal, dan koset. Misalkan G bukan
himpunan kosong dan G adalah suatu grup, dan misalkan N adalah subgrup normal
dari grup G, maka G/N = {Ng|g € G} juga suatu grup. Dalam hal ini, G/N disebut
grup kuosien [3].

Pada tahun 1965, Prof. L.A. Zadeh pertama kali memperkenalkan tentang him-
punan fuzzy. Zadeh mendefinisikan suatu himpunan fuzzy p dalam X dengan fungsi
keanggotaan f,(x), dimana nilai keanggotaan dari elemen-elemennya adalah bilan-
gan riil dalam interval [0,1] [7]. Teori tentang himpunan fuzzy juga dikembangkan
pada struktur aljabar. Studi tentang struktur aljabar fuzzy pertama kali diperke-
nalkan oleh Rosenfield pada tahun 1972 [2]. Subgrup fuzzy dan subgrup normal
fuzzy merupakan salah satu studi yang dipelajari dalam struktur aljabar fuzzy.

Pada tahun 1995, Hee Chan Choi dalam papernya membahas tentang grup
kuosien fuzzy. Grup, subgrup normal, subgrup fuzzy, subgrup normal fuzzy, dan
koset merupakan teori-teori yang digunakan dalam pembahasannya. Konsep dari
grup kuosien fuzzy berbeda dengan konsep grup kuosien. Untuk itu, pada penulisan
ini akan dijelaskan bagaimaana menentukan suatu grup kuosien fuzzy dari suatu

grup.

2. Himpunan Fuzzy

Definisi 2.1. [7 Misalkan X suatu himpunan yang tak kosong. Himpunan fuzzy fi
atas X didefinisikan sebagai:
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p={(, fule)) sz € X}

dimana f, : X — [0,1], dan f,(x) disebut derajat keanggotaan dari x pada him-
punan fuzzy .

Definisi 2.2. [2] Misalkan G suatu himpunan tak kosong. Fungsi p : G — [0,1]
disebut suatu himpunan fuzzy dari G.

3. Subgrup Fuzzy dan Subgrup Normal Fuzzy
Definisi 3.1. [2] Himpunan fuzzy p dari grup G disebut subgrup fuzzy jika:

(i) p(xy) = min{u(z), u(y)} untuk setiap z,y € G.
(ii) p(z=t) = p(x) untuk setiap x € G,

dengan p(e) > p(z) untuk setiap x € G, dimana e adalah elemen identitas dari G.

Definisi 3.2. [5] Misalkan G grup, subgrup fuzzy p dari G disebut subgrup normal

fuzzy jika u(z) = p(y~tzy), untuk setiap x,y € G.

4. Grup Kuosien Fuzzy

Teorema 4.1. [2] Misalkan p adalah subgrup normal fuzzy dari grup G dengan
identitas e. Misalkan K = {x € G | u(x) = p(e)} maka K subgrup normal dari G.
Pandang suatu pemetaan fi : G/K — [0,1] yang didefinisikan oleh

L(Kz) = supgep p(ke), Vo € G.

Maka [i terdefinisi dengan baik dan i adalah subgrup fuzzy dari G/K, dimana
G/K = {Kz|r € G}

Bukti. Misalkan p adalah subgrup normal fuzzy dari grup G dengan identitas e.

(1) Misalkan K = {z € G | p(z) = p(e)}. Akan ditunjukkan bahwa K subgrup
normal dari G. Berdasarkan Definisi 3.2, karena p subgrup normal fuzzy maka
ply~tzy) = p(x) = plyzy=!) = p(e) untuk setiap z € K dan y € G. Karena
yry~! € G dan pu(yzy~') = u(e) maka yay~! € K, sehingga dapat disimpulkan
bahwa K adalah subgrup normal dari G.

(2) Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa [ terdefinisi dengan baik.

Ambil z,y € G/K dengan x = y. Akan ditunjukkan bahwa [i(x) = fi(y).

Dari z € G/K diperoleh z = Ka untuk suatu ¢ € G, dan dari y € G/K
diperoleh y = Kb untuk suatu b € G, sehingga Ka = Kb.

Misal z € Ka dan z € Kb maka

z = kia untuk suatu ky € K,
z = kob untuk suatu kg € K.

Jadi, kya = kyb sehingga diperoleh a = ki 'kob = kb untuk suatu ks = ky ‘ky €
K.
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Perhatikan bahwa:

i) = u(Ka),

— sup p(ka),
keK

= sup /’L(k’(k:ﬁb))v
keK

= sup u((kks3)b)),
keK

= sup pu(kgd), untuk suatu ky = kks € K,
ki€eK

= i(y).
Terbukti bahwa i terdefinisi dengan baik.
(3) Selanjutnya, akan dibuktikan bahwa [ subgrup fuzzy dari G/K. Subgrup [
dikatakan subgrup fuzzy dari G/K jika untuk setiap Kz, Ky € G/K berlaku:
(a) (Kxky) > min{i(Kz), i(Ky)}.
(b) a((Kz)™') = p(Ku),
dimana (Kz)~! adalah simbol untuk invers dari Kx.
Perhatikan bahwa:

(KxKy) = p(Kxy), karena K subgrup normal dari G,
= sup p(kzy),
keK
2 sup  min{u(ki2), p(k2y)},
ki,k2€K

2 min{ sup p(k1z), sup p(kay)},
kieK koe K

— min{(Ka), i(Ky)}, (4.1)
f(Kz™h),
— sup pu(ka),

keK

= sup [L(k$),
keK

= u(Kx). (4.2)

=
—
—
=
&
|
L
[

Berdasarkan (4.1) dan (4.2) terbukti bahwa [ subgrup fuzzy dari G/K. O

Definisi 4.2. [2 Misalkan p adalah subgrup normal fuzzy dari grup G dengan
identitas e. Fungsi [i : G/K — [0, 1] didefinisikan oleh

(Kx) = sup,cg p(kz), Vo € G,

dengan K = {x € G|u(x) = u(e)} adalah subgrup normal dari G. Dalam hal ini, fi
disebut grup kuosien fuzzy dari p oleh K.

Definisi 4.3. [2] Misalkan p adalah subgrup fuzzy dari grup G. Untuk setiap x € G,
didefinisikan pemetaan fi, : G — [0,1] oleh

fiz(g) = p(gz~"),Vg € G.
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Dalam hal ini, 1, disebut koset fuzzy dari G.

Teorema 4.4. [2] Misalkan N subgrup normal dari grup G dan p adalah subgrup
normal fuzzy dari G. Misal ¢ adalah himpunan semua koset fuzzy dari G oleh p.
Maka ¢ = {fix | * € G, [ip adalah koset fuzzy dari G} adalah suatu grup terhadap
operasi komposisi yang didefinisikan oleh

fiz: © ﬂy = ﬂzyv Vz,y € G. (43)
Definisikan fungsi fi : ¢ — [0, 1] sebagai:

f(fiz) = sup fiz(n) = sup p(nz™ '), vz € G. (4.4)
neN neN

Maka i adalah subgrup fuzzy dari . Dalam hal ini, i adalah grup kuosien fuzzy
dari p oleh N.

Bukti. Misalkan N subgrup normal dari grup G dan p adalah subgrup normal
fuzzy dari G.

(1) Misalkan ¢ = {fi, | ¢ € G, fi, adalah koset fuzzy dari G} adalah suatu grup
terhadap operasi komposisi yang didefinisikan oleh persamaan (4.3). Akan di-
tunjukkan bahwa persamaan (4.3) terdefinisi dengan baik.

Ambil z,y, xg,y9 € G sedemikian sehingga

flz = /lfoa ﬂy = /}‘yo' (45)
Maka akan ditunjukkan bahwa
Pz © fly = [z © flyq, (4.6)

yaitu, /lacy = ﬂmoy(y
Berdasarkan Definisi 3.2, dapat diperoleh:

fioy(9) = plgy~'a™"), Vg € G,

fzoye (9) = 1(gyg "2 ), Vg € G.

Perhatikan bahwa:

1(gyg oyt h),
-1 _—1 -1 _—1
1(gye o ToYoy T ),
1((gyo *zg ") (moyoy 1)),
min {u(gyy ‘2o '), m(zoyoy ')} (4.7)

plgy et =

v

Selanjutnya, dari persamaan (4.5) dapat diperoleh:

fio(9) = fize(g) sehingga p(gz™") = p(gzy '), Vg € G, (4.8)
fiy(9) = fiy,(g) sehingga p(gy™") = pu(gyy '), Vg € G. (4.9)
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Selanjutnya, substitusikan zgyoy~! ke g dalam persamaan (4.8) sehingga diper-
oleh:

p(xoyoy "z ") = plwoyoy 'xp ')

(o(yoy ™ g ")

(yoy™') (1 subgrup normal fuzzy),
(voy

(

YoYo )
e).

1(gyy txg '), sehingga dari persamaan (4.7)

L
7
L
W
Berdasarkan Definisi 3.1, u(e) >

diperoleh:

plgy ™" > min {u(gyy "2y "), w(zoyoy 2™},

= min {u(gyglwal), ule)},
= ulgyo ‘x5 ). (4.10)

Dengan cara yang sama, substitusikan zyy, ! ke g dalam persamaan (4.8).
Karena p subgrup normal fuzzy, maka

zyyy a7,

(
(z(yyy ' ) b,
(
(

w(zyyy tzg )

Yo ),

I
I
I
p(e).

Perhatikan bahwa:

wgyg 'wg ') = nlgy yye g,

plgy~ e eyyy g ),

gy~ e M) (ayyo 'ay ),

> min {u(gy~"27"), ulwyyg 2o )}

= pulgy~'ah). (4.11)

Dari (4.10) dan (4.11) diperoleh u(gyy*wy ') = p(gy~tz~') yang menunjukkan
bahwa fizy = flzy,, sehingga terbukti bahwa persamaan (4.3) terdefinisi dengan
baik.

(2) Selanjutnya akan dibuktikan bahwa

¢ ={js | z € G, i, adalah koset fuzzy dari G}

adalah grup. ¢ dikatakan grup jika:
(a) Untuk setiap fiy,, fiz, € ¢ maka fiy, o fiy, € C.
(b) Jika laﬁn ’ ,[1’:827 ﬂxa € g maka ,[1’:81 o (:[1’3?2 ° ﬂﬂfs) = ([Lﬂfl ° ﬂﬂfz) o [I’ws'
(¢) Terdapat fi. € ¢ sehingga fi. o fi, = [ig © fle = [iz, untuk setiap fi, € (.
(d) Untuk setiap fi, € ¢, terdapat suatu (i)~ € ¢ sehingga

(fiz) Yo iy = fin 0 ([Lw)71 = fle-
Perhatikan bahwa:



94  Putri Eliza, Nova Noliza Bakar

(a) Ambil fig,, fiz, € ¢. Akan ditunjukkan bahwa fiz, o fiz, € C.
Perhatikan bahwa:

fiw, © floy = flayo,
= [z, untuk suatu xs = z122 € G.

laﬁh © ﬂﬂcz S C

(b) Ambil fiz,, fig,, iz, € (. Akan ditunjukkan

l:(‘l'l © (:aabz o ﬂ-LS) = (/)'Ll © ﬂ.Lz) o ,awg-

Perhatikan bahwa:

ﬂﬂvl © (raﬂiz o ﬂw3) = ﬂan © /:szﬂﬂs
= ﬂxlxzxs
= laﬂilig o /:L.'L'g,

= (fizy © flzy) © flay-

(¢) Karena G suatu grup maka terdapat e € G sehingga fi. € ¢. Akan ditun-
jukkan i, adalah identitas di (.
Perhatikan bahwa:

fie © flx = fies

= [iz, untuk setiap fi, € ¢, dan
iz © fle = fine

= [iz, untuk setiap i, € (.

Jadi, terdapat fi. € ¢ sehingga fi. o i, = fiy 0 fle = [i,, untuk setiap i, € (.
(d) Karena G suatu grup maka untuk setiap z € G terdapat z~! € G.

Pilih (i)~ = fi,-1. Akan ditunjukkan fi,-1 adalah invers dari fi.

Perhatikan bahwa:

ﬂm*l © ,a:c = ﬂz*lz7

= fle, untuk setiap ., € ¢, dan
ﬂx o ﬂaz*l = ﬂ:cw*%

= [le, untuk setiap fi, € (.

Jadi, untuk setiap fi, € ¢, terdapat suatu ;! € ¢ sehingga

ﬂ;loﬂw:ﬂmoﬂz_l = fle-

(3) Selanjutnya, akan dibuktikan bahwa i suatu subgrup fuzzy dari ¢. Misalkan
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U(,Uz © Ny) = ﬂ(ﬂo&y)a

= sup p(ny~ 'zt
nenN

= sup p(niy ‘nazt),
neN

v

sup  min{u(niy "), p(naz ™)},
ni,no€N

min { sup pu(ny~'), sup p(ngz ")},
nieEN na €N

=min {sup fy,(n1), sup fiz(n2)},
ni1eEN no €N

=min {f(fy), i(fiz)}, dan (4.12)
[iiz ') = filfig-1),

= sup i, (n),
neN

Y

= sup pu(nz),
neN

— sup pu(na"),
neN

= sup fi(n),
neN

= fi(jiz). (4.13)

Dari (4.12 dan (4.13) dapat diperoleh bahwa fi adalah subgrup fuzzy dari ¢, sehingga
dapat disimpulkan bahwa p adalah grup kuosien fuzzy dari p oleh N. |
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