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Abstrak. Lax pair merupakan pasangan dua operator diferensial yang jika disubsti-

tusikan ke suatu persamaan (dinamakan persamaan Lax) akan menghasilkan suatu per-
samaan diferensial parsial tertentu. Jika suatu persamaan diferensial parsial memiliki

Lax pair, maka hal itu mengindikasikan bahwa persamaan diferensial tersebut bersifat
integrable. Dalam makalah ini akan dibahas analisis Lax pair secara umum, baik dalam
bentuk operator L dan M maupun dalam bentuk matriks X dan T . Selain itu juga diba-

has penerapan Lax pair secara khusus pada persamaan Liouville dengan mengkonfirmasi
sifat-sifat terkait.
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1. Pendahuluan

Lax pair merupakan pasangan dua operator diferensial yang jika disubstitusikan ke

suatu persamaan (dinamakan persamaan Lax) akan menghasilkan suatu persamaan

diferensial parsial tertentu. Jika suatu persamaan diferensial parsial memiliki Lax

pair, maka hal itu mengindikasikan bahwa persamaan diferensial tersebut bersifat

integrable (dapat diselelesaikan secara eksak). Awal mula ide tentang Lax pair ini

dipublikasikan oleh Peter Lax pada tahun 1968 [7]. Sejak saat itu Lax pair menjadi

objek penting dalam analisis suatu sistem integrable. Suatu Lax pair terdiri dari ope-

rator L, yang bergantung terhadap x, ux, uxx, · · · , dan operator M yang bersama-

sama dengan operator L merepresentasikan suatu persamaan diferensial parsial

F (x, t, u, ux, ut, · · · ) = 0 ketika disubstitusikan ke persamaan Lt = [M,L] (disebut

persamaan Lax). Di sini notasi [M,L] didefinisikan sebagai [M,L] = (ML − LM)

dan disebut sebagai komutator (commutator) dari operator M dan L.

Proses menemukan M dan L yang bersesuaian dengan persamaan diferensial

yang diberikan secara umum bersifat tak trivial. Oleh karena itu, jika ada petunjuk,

maka membalikkan proses dengan terlebih dahulu menetapkan suatu L dan M dan

kemudian menentukan persamaan diferensial parsial yang mana yang bersesuaian

terkadang dapat memberikan hasil yang baik. Namun hal ini membutuhkan banyak

percobaan (trial), dan tentu saja bisa tidak mengarah ke solusi yang dikehendaki.

Karena eksistensi dari Lax pair mengindikasikan bahwa persamaan diferensial par-

sial yang bersesuaian bersifat integrable, maka menemukan Lax pair adalah suatu

cara untuk menemukan persamaan diferensial parsial baru yang integrable [5].
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Di samping itu, jika suatu Lax pair yang cocok dapat ditemukan untuk suatu

persamaan diferensial parsial tertentu, maka hal itu memungkinkan Lax pair digu-

nakan untuk menyelesaikan persamaan diferensial parsial tersebut dengan meng-

gunakan suatu metode, seperti metode inverse scattering transform (IST) yang

dikembangkan oleh Gardener, Greene, Kruskal, dan Miura [3].

Dalam makalah ini akan dijelaskan tentang konsep Lax pair secara umum dan

dianalisis beberapa sifat terkait yang muncul, kemudian konsep tersebut akan di-

terapkan pada persamaan Liouville. Kajian tentang masalah ini mengeksplorasi

kembali studi pada referensi [4] dan [5].

2. Bentuk Operator

Diberikan suatu operator linier L yang bergantung pada fungsi u(x, t), variabel

spasial x dan turunan spasial ux, uxx, · · · , sedemikian sehingga

Lψ = λψ, ψ = ψ(x, t), (2.1)

dimana λ adalah nilai eigen dan ψ adalah fungsi eigen yang bersesuaian dengan

nilai eigen λ. Selanjutnya misalkan terdapat operator lain M , sedemikian sehingga

berlaku

ψt = Mψ. (2.2)

Untuk menentukan syarat kompatibilitas bagi persamaan (2.1) dan (2.2),

Ablowitz dan Clarkson [2] menurunkan persamaan (2.1) terhadap waktu t dan

kemudian gunakan aturan rantai, sehingga diperoleh

Ltψ + Lψt = λtψ + λψt. (2.3)

Selanjutnya substitusikan persamaan (2.2) ke persamaan (2.3), maka didapatkan

Ltψ + LMψ = λtψ + λMψ

= λtψ +Mλψ. (2.4)

Dengan menggunakan persamaan (2.1), maka persamaan (2.4) menjadi

Ltψ + LMψ = λtψ +MLψ

⇔ (Lt + LM −ML)ψ = λtψ. (2.5)

Dengan demikian, untuk memperoleh solusi non-trivial bagi fungsi eigen ψ(x, t),

haruslah

Lt + [L,M ] = 0, (2.6)

dimana [L,M ] didefinisikan sebagai

[L,M ] = LM −ML (2.7)

yang akan bernilai benar jika dan hanya jika λt = 0 atau dengan kata lain λ tidak

bergantung pada waktu.

Persamaan (2.6) memberikan syarat kompatibilitas bagi persamaan (2.1) dan

(2.2) dan dikenal sebagai representasi Lax atau persamaan Lax dari suatu per-

samaan diferensial parsial yang diberikan. Selanjutnya [L,M ] pada persamaan (2.7)
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merepresentasikan komutator dari dua operator L dan M yang membentuk suatu

Lax pair.

Selanjutnya diberikan teorema tentang rumus koefisien polinomial dalam trace.

Teorema 2.1. [6] Misalkan polinomial karakteristik dari suatu matriks A yaitu

P (λ) = det(A− λI) = b0λ
n + b1λ

n−1 + b2λ
n−2 + · · ·+ bn−1λ+ bn (2.8)

dimana A = (aij) adalah matriks berukuran n × n dan I adalah matriks identitas

berukuran n× n. Metode untuk menentukan bi pada (2.8) dilakukan secara rekursif

sebagai berikut:

b0 = (−1)n

b1 = −(−1)nT1

b2 = −1

2
[b1T1 + (−1)nT2]

b3 = −1

3
[b2T1 + b1T2 + (−1)nT3]

...

bn = − 1

n
[bn−1T1 + bn−2T2 + · · ·+ b1Tn−1 + (−1)nT3]

dimana T1, T2, · · · , Tn berturut-turut merupakan trace dari matriks A,A2, · · · , An.

Pembuktian dari Teorema 2.1 dapat dilihat pada referensi [6].

3. Bentuk Matriks

Pada tahun 1974, Ablowitz, Kaup, Newell, dan Segur [1] mengembangkan suatu for-

mulasi matriks untuk Lax pair untuk menghindari keharusan dalam menggunakan

operator-operator Lax dengan orde yang lebih tinggi. Metode ini juga dikenal se-

bagai metode AKNS. Dalam analisisnya, mereka memperkenalkan sistem

DxΨ = XΨ, (3.1)

DtΨ = TΨ, (3.2)

dimana matriks persegi X dan T berkorespondensi secara berturut-turut dengan

operator L danM , dan Ψ adalah suatu fungsi bernilai vektor. MatriksX dan T pada

umumnya bergantung pada nilai eigen λ yang bebas terhadap waktu dan ukuran

dari Ψ bergantung pada orde L. Dengan demikian, jika L berorde 2, maka vek-

tor Ψ mempunyai dua elemen, sedangkan X dan T masing-masing adalah matriks

berukuran 2×2.

Dengan menggunakan persamaaan (2.7), (3.1) dan (3.2), diperoleh syarat kom-

patibilitas bagi persamaan (3.1) dan (3.2), yaitu dengan menghitung

[Dt, Dx]Ψ = (DtDx −DxDt)Ψ

= DtDxΨ−DxDtΨ

= Dt(XΨ)−Dx(TΨ)

= (DtX)Ψ +X(DtΨ)− (DxT )Ψ− T (DxΨ) = 0. (3.3)
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Persamaan (3.3) dapat ditulis ulang menjadi

(DtX)Ψ +XTΨ− (DxT )Ψ− TXΨ = 0

⇐⇒ (DtX)Ψ− (DxT )Ψ +XTΨ− TXΨ = 0

⇐⇒ (DtX −DxT + [X,T ])Ψ = 0. (3.4)

Untuk memperoleh solusi non-trivial bagi fungsi ψ, maka haruslah

DtX −DxT + [X,T ] = 0, (3.5)

yang memberikan syarat kompatiblitas bagi persamaan (3.1) dan (3.2) dan dikenal

sebagai persamaan matriks Lax. Dalam hal ini,

[X,T ] = XT − TX (3.6)

didefinisikan sebagai komutator matriks.

Jika X bebas terhadap t, maka persamaan (3.4) menjadi

DxT = [X,T ], (3.7)

yang memberikan representasi Lax bagi suatu persamaan stasioner. Pasangan ma-

triks (X,T ) disebut matriks Lax pair untuk suatu persamaan stasioner.

Berikut beberapa sifat yang berlaku pada representasi Lax (3.7).

Sifat 3.1. [4] Misalkan (X,T ) adalah matriks Lax pair untuk suatu persamaan

stasioner, maka Tr(T k) adalah konstan terhadap x, ∀ k ∈ N.

Bukti. Akan ditunjukkan bahwa turunan Tr(T k) terhadap x bernilai nol untuk

setiap k ∈ N. Perhatikan bahwa

dTr(T k)

dx
= Tr

dT k

dx

= Tr(TxT
k−1 + TTxT

k−2 + · · ·+ T k−1Tx)

= Tr(TxT
k−1) + Tr(TTxT

k−2) + · · ·+ Tr(T k−1Tx)

= Tr(TxT
k−1) + Tr(TxT

k−2T ) + · · ·+ Tr(TxT
k−1)

= kTr(TxT
k−1)

= kTr((XT − TX)T k−1)

= kTr(XT k − TXT k−1)

= k(Tr(XT k)− Tr(XT k))

= 0.

Akibat yang menarik dari Sifat 3.1 adalah bahwa nilai eigen dari matriks T juga

konstan.

Akibat 3.2. [4] Misalkan (X,T ) adalah matriks Lax pair untuk suatu persamaan

stasioner, maka λ adalah konstan terhadap x untuk setiap λ ∈ Spec(T ).

Bukti. Misalkan matriks T berukuran n × n. Berdasarkan Teorema 2.1, koefisien-

koefisien dari polinomial karakteristik matriks T dapat dinyatakan secara rekursif
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dalam Tr(T k) dengan k = 1, 2, · · · , n. Karena Sifat 3.1 menyatakan bahwa Tr(T k)

bernilai konstan, maka semua koefisien polinomial karakteristik juga bernilai kon-

stan. Perhatikan bahwa setiap akar-akar polinomial dapat dinyatakan sebagai fungsi

terhadap koefisien-koefisien polinomialnya. Karena nilai eigen matriks T merupakan

akar-akar polinomial karakteristik, dan semua koefisien polinomialnya bernilai kon-

stan, maka nilai eigen matriks T mestilah juga bernilai konstan.

Matriks Lax pair bagi suatu persamaan stasioner tidaklah unik. Sifat berikut

mengkonfirmasi hal tersebut.

Sifat 3.3. [4] Misalkan (X,T) adalah matriks Lax pair untuk suatu persamaan sta-

sioner, maka (X,γT k) dengan γ ∈ R dan k ∈ N adalah matriks Lax pair yang lain

untuk persamaan stasioner tersebut.

Bukti. Misalkan (X,T ) adalah matriks Lax pair untuk suatu persamaan stasioner.

Untuk menunjukkan bahwa (X, γ T k) adalah juga matriks Lax pair untuk per-

samaan stasioner tersebut, maka pasangan matriks tersebut harus memenuhi per-

samaan matriks Lax Dx(γT k) = [X, γT k].

Perhatikan bahwa

Dx(γT k) = γDx(T k)

= γ

k−1∑
i=0

T iTxT
k−1−i

= γ

k−1∑
i=0

T i[X,T ]T k−1−i

= γ

k−1∑
i=0

T i(XT − TX)T k−1−i

= γ

(
k−1∑
i=0

T iXT k−i −
k−1∑
i=0

T i+1XT k−i

)
= γ(XT k − T kX)

= [X, γT k].

4. Lax pair untuk Persamaan Liouville

Pada bab ini akan dibahas matriks Lax pair untuk persamaan Liouville [8]

∂2u

∂t∂x
− exp(2u) = 0, u = u(x, t), (4.1)

dan mengkonfirmasi sifat-sifat terkait yang dibahas pada pembahasan sebelumnya.

Persamaan Liouville sendiri diformulasikan oleh matematikawan Prancis, Joseph Li-

ouville, dan muncul dalam kajian tentang koordinat isotermal pada geometri difer-

ensial.
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Matriks Lax pair untuk persamaan ini diberikan dalam referensi [8], yaitu

X =

[
∂u
∂x λ

λ −∂u∂x

]
(4.2)

dan

T =

[
0 1
λexp(2u)

0 0

]
. (4.3)

Ini berarti bahwa jika X dan T pada persamaan (4.2) dan (4.3) disubstitusikan ke

persamaan matriks Lax pair (3.4), maka akan diperoleh persamaan Liouville (4.1).

Untuk menunjukkan hal ini, perhatikan bahwa

DtX =
∂

∂t

[
∂u
∂x λ

λ −∂u∂x

]
=

[
∂2u
∂t∂x 0

0 − ∂2u
∂t∂x

]
(4.4)

dan

DxT =
∂

∂x

[
0 1
λexp(2u)

0 0

]
=

[
0 2
λexp(2u)∂u∂x

0 0

]
. (4.5)

Selanjutnya perhatikan juga bahwa

XT =

[
0 1
λexp(2u)∂u∂x

0 exp(2u)

]
dan

TX =

[
exp(2u) − 1

λexp(2u)∂u∂x
0 0

]
,

sehingga diperoleh

[X,T ] = XT − TX

=

[
−exp(2u) 2

λexp(2u)

0 exp(2u)

]
.

Dengan demikian dari persamaan (3.4) didapatkan

DtX −DxT + [X,T ] =

[
∂2u
∂t∂x − exp(2u) 0

0 − ∂2u
∂t∂x + exp(2u)

]
(4.6)

=

[
0 0

0 0

]
.

Jelas bahwa dari persamaan (4.6) diperoleh

∂2u

∂t∂x
− exp(2u) = 0,

yang merupakan persamaan Liouville (4.1).

Jika u tidak bergantung waktu t, maka persamaan Liouville (4.1) menjadi

exp(2u) = 0, (4.7)
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yang memberikan persamaan stasioner bagi persamaan Liouville. Pasangan matriks

(X,T ) merupakan matriks Lax pair untuk persamaan stasioner (4.7). Selanjutnya

perhatikan bahwa

T 2 =

[
0 1
λexp(2u)

0 0

]2
=

[
0 1
λexp(2u)

0 0

] [
0 1
λexp(2u)

0 0

]
=

[
0 0

0 0

]
.

Ini berarti

T k =

[
0 0

0 0

]
, (4.8)

dengan k ∈ N. Oleh karena itu Tr(T k) = 0. Kenyataan ini mengkonfirmasi Sifat 3.1

bahwa Tr(T k) adalah konstan.

Selanjutnya nilai eigen dari T dapat dicari dengan menyelesaikan persamaan

berikut:

det(λI − T ) = det

(
λ

[
1 0

0 1

]
−
[

0 1
λexp(2u)

0 0

])
= det

([
λ 0

0 λ

]
−
[

0 1
λexp(2u)

0 0

])
= det

(
λ 1
λexp(2u)

0 λ

)
= λ2 = 0.

Dari persamaan terakhir diperoleh nilai eigen dari matriks T , yaitu λ1,2 = 0. Hal ini

mengkonfirmasi Akibat 3.1 yang menyatakan bahwa setiap nilai eigen dari matriks

T bernilai konstan.

5. Kesimpulan

Dalam makalah ini telah dibahas analisis Lax pair secara umum, baik dalam bentuk

operator L dan M maupun dalam bentuk matriks X dan T . Beberapa sifat yang

muncul dari Lax pair ini adalah:

1. Nilai Tr(T k) selalu konstan untuk setiap k ∈ N.

2. Setiap nilai eigen matriks T bernilai konstan.

3. Jika (X,T ) merupakan suatu matriks Lax pair untuk suatu persamaan difer-

ensial, maka (X, γT k), dengan γ ∈ R dan k ∈ N, juga merupakan Lax pair

untuk persamaan diferensial tersebut (sifat ini menunjukkan bahwa Lax pair

tidak unik).

Dalam makalah ini juga telah dibahas secara khusus penerapan Lax pair pada

persamaan Liouville dan mengkonfirmasi sifat-sifat terkait.
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Sebagai saran untuk penelitian berikutnya, agar dilanjutkan pembahasan ten-

tang Lax pair dalam menyelesaikan persamaan diferensial parsial dengan menggu-

nakan metode inverse scattering transform.
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