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Abstrak. Laz pair merupakan pasangan dua operator diferensial yang jika disubsti-
tusikan ke suatu persamaan (dinamakan persamaan Lax) akan menghasilkan suatu per-
samaan diferensial parsial tertentu. Jika suatu persamaan diferensial parsial memiliki
Lax pair, maka hal itu mengindikasikan bahwa persamaan diferensial tersebut bersifat
integrable. Dalam makalah ini akan dibahas analisis Lax pair secara umum, baik dalam
bentuk operator L dan M maupun dalam bentuk matriks X dan 7. Selain itu juga diba-
has penerapan Lax pair secara khusus pada persamaan Liouville dengan mengkonfirmasi
sifat-sifat terkait.

Kata Kunci: Persamaan diferensial, Lax pair, Persamaan Liouville

1. Pendahuluan

Laz pair merupakan pasangan dua operator diferensial yang jika disubstitusikan ke
suatu persamaan (dinamakan persamaan Lax) akan menghasilkan suatu persamaan
diferensial parsial tertentu. Jika suatu persamaan diferensial parsial memiliki Lax
pair, maka hal itu mengindikasikan bahwa persamaan diferensial tersebut bersifat
integrable (dapat diselelesaikan secara eksak). Awal mula ide tentang Laz pair ini
dipublikasikan oleh Peter Lax pada tahun 1968 [7]. Sejak saat itu Laz pair menjadi
objek penting dalam analisis suatu sistem integrable. Suatu Laz pair terdiri dari ope-
rator L, yang bergantung terhadap x,us, sz, - -, dan operator M yang bersama-
sama dengan operator L merepresentasikan suatu persamaan diferensial parsial
F(x,t,u,uz, us, - -+ ) = 0 ketika disubstitusikan ke persamaan L; = [M, L] (disebut
persamaan Lax). Di sini notasi [M, L] didefinisikan sebagai [M, L] = (ML — LM)
dan disebut sebagai komutator (commutator) dari operator M dan L.

Proses menemukan M dan L yang bersesuaian dengan persamaan diferensial
yang diberikan secara umum bersifat tak trivial. Oleh karena itu, jika ada petunjuk,
maka membalikkan proses dengan terlebih dahulu menetapkan suatu L dan M dan
kemudian menentukan persamaan diferensial parsial yang mana yang bersesuaian
terkadang dapat memberikan hasil yang baik. Namun hal ini membutuhkan banyak
percobaan (trial), dan tentu saja bisa tidak mengarah ke solusi yang dikehendaki.
Karena eksistensi dari Lax pair mengindikasikan bahwa persamaan diferensial par-
sial yang bersesuaian bersifat integrable, maka menemukan Lax pair adalah suatu
cara untuk menemukan persamaan diferensial parsial baru yang integrable [5].
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Di samping itu, jika suatu Laz pair yang cocok dapat ditemukan untuk suatu
persamaan diferensial parsial tertentu, maka hal itu memungkinkan Laz pair digu-
nakan untuk menyelesaikan persamaan diferensial parsial tersebut dengan meng-
gunakan suatu metode, seperti metode inverse scattering transform (IST) yang
dikembangkan oleh Gardener, Greene, Kruskal, dan Miura [3].

Dalam makalah ini akan dijelaskan tentang konsep Lax pair secara umum dan
dianalisis beberapa sifat terkait yang muncul, kemudian konsep tersebut akan di-
terapkan pada persamaan Liouville. Kajian tentang masalah ini mengeksplorasi
kembali studi pada referensi [4] dan [5].

2. Bentuk Operator

Diberikan suatu operator linier L yang bergantung pada fungsi u(zx,t), variabel
spasial x dan turunan spasial uz, Uz, - - - , sedemikian sehingga

L'l/) = )\ﬁ}a w = 1/1(55,15)7 (21)

dimana A adalah nilai eigen dan v adalah fungsi eigen yang bersesuaian dengan
nilai eigen A. Selanjutnya misalkan terdapat operator lain M, sedemikian sehingga
berlaku

Yy = M. (2.2)

Untuk menentukan syarat kompatibilitas bagi persamaan (2.1) dan (2.2),
Ablowitz dan Clarkson [2] menurunkan persamaan (2.1) terhadap waktu ¢ dan
kemudian gunakan aturan rantai, sehingga diperoleh

Ly + Lpy = M + My (2.3)
Selanjutnya substitusikan persamaan (2.2) ke persamaan (2.3), maka didapatkan
Lyp + LMy = My + AMy
=M+ M. (2.4)
Dengan menggunakan persamaan (2.1), maka persamaan (2.4) menjadi
Ly + LMy = My + MLy
& (Ly+ LM — ML)y = M. (2.5)

Dengan demikian, untuk memperoleh solusi non-trivial bagi fungsi eigen (x,t),
haruslah

L, +[L,M]=0, (2.6)
dimana [L, M] didefinisikan sebagai
[L,M] = LM — ML (2.7)

yang akan bernilai benar jika dan hanya jika A\; = 0 atau dengan kata lain A tidak
bergantung pada waktu.

Persamaan (2.6) memberikan syarat kompatibilitas bagi persamaan (2.1) dan
(2.2) dan dikenal sebagai representasi Laz atau persamaan Lax dari suatu per-
samaan diferensial parsial yang diberikan. Selanjutnya [L, M| pada persamaan (2.7)
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merepresentasikan komutator dari dua operator L dan M yang membentuk suatu
Lax pair.
Selanjutnya diberikan teorema tentang rumus koefisien polinomial dalam trace.

Teorema 2.1. [6] Misalkan polinomial karakteristik dari suatu matriks A yaitu
P(\) =det(A— M) = boA" + by A" b A" 2 4o by A+ b, (2.8)

dimana A = (a;j) adalah matriks berukuran n x n dan I adalah matriks identitas
berukuran n x n. Metode untuk menentukan b; pada (2.8) dilakukan secara rekursif
sebagai berikut:

by = (=)™
b= —(—1)"T3
1
by = *i[blTl + (=1)" T3]

1
b3 = 7§[b2T1 + b1T2 + (71)”T3}

1
by, = *E[bn—lTl +bpoTo+ -+ 01Ty + (—1)"T5]
dimana Ty, Ty, - - - , T, berturut-turut merupakan trace dari matriks A, A%,--- , A™.

Pembuktian dari Teorema 2.1 dapat dilihat pada referensi [6].

3. Bentuk Matriks

Pada tahun 1974, Ablowitz, Kaup, Newell, dan Segur [1] mengembangkan suatu for-
mulasi matriks untuk Laz pair untuk menghindari keharusan dalam menggunakan
operator-operator Lax dengan orde yang lebih tinggi. Metode ini juga dikenal se-
bagai metode AKNS. Dalam analisisnya, mereka memperkenalkan sistem

D,V =XWU, (3.1)
DV =TV,
dimana matriks persegi X dan T berkorespondensi secara berturut-turut dengan
operator L dan M, dan ¥ adalah suatu fungsi bernilai vektor. Matriks X dan T pada
umumnya bergantung pada nilai eigen A yang bebas terhadap waktu dan ukuran
dari ¥ bergantung pada orde L. Dengan demikian, jika L berorde 2, maka vek-
tor ¥ mempunyai dua elemen, sedangkan X dan T masing-masing adalah matriks
berukuran 2x2.
Dengan menggunakan persamaaan (2.7), (3.1) dan (3.2), diperoleh syarat kom-
patibilitas bagi persamaan (3.1) dan (3.2), yaitu dengan menghitung
[Dtv DIC]\II = (DtDac - Dth)\Ij
=DyD,V — D, DV
= (D:X)¥ + X(D:V) — (D, T)V —T(D, V) =0. (3.3)
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Persamaan (3.3) dapat ditulis ulang menjadi
(D X)W + XTU — (D,T)¥ — TXT =0
= (D:X)¥ — (D, TV + XTUV -TXU =0
e (DX — D, T+ [X,T))¥ = 0. (3.4)
Untuk memperoleh solusi non-trivial bagi fungsi ¥, maka haruslah
DX -D,T+[X,T] =0, (3.5)

yang memberikan syarat kompatiblitas bagi persamaan (3.1) dan (3.2) dan dikenal
sebagai persamaan matriks Lax. Dalam hal ini,

[X,T] = XT - TX (3.6)

didefinisikan sebagai komutator matriks.
Jika X bebas terhadap ¢, maka persamaan (3.4) menjadi

yang memberikan representasi Lax bagi suatu persamaan stasioner. Pasangan ma-
triks (X, T) disebut matriks Laz pair untuk suatu persamaan stasioner.
Berikut beberapa sifat yang berlaku pada representasi Lax (3.7).

Sifat 3.1. [4] Misalkan (X,T) adalah matriks Laz pair untuk suatu persamaan
stasioner, maka Tr(T*) adalah konstan terhadap z, ¥ k € N.

Bukti. Akan ditunjukkan bahwa turunan Tr(7*) terhadap = bernilai nol untuk

setiap k € N. Perhatikan bahwa
dTr(T* dT*
(%) _ 47"

dx dx
= To(T, T+ TT, T2 4 - + T+ T,
= Te(T,TFY) + Te(TT,TF2) + - + Te(TF'Ty,)
= Te(T, T 1) + Te(T,TF2T) + - - - 4+ Tr(T, T+ 1)
= kTe(T, T 1)
= kTr(XT — TX)TF 1)
= kTe(XTF — TXTF1)
= k(Tr(XT*) — Te(XTF))
=0. O

Akibat yang menarik dari Sifat 3.1 adalah bahwa nilai eigen dari matriks 7" juga
konstan.

Akibat 3.2. [4] Misalkan (X,T) adalah matriks Lax pair untuk suatu persamaan
stasioner, maka A adalah konstan terhadap x untuk setiap X\ € Spec(T).

Bukti. Misalkan matriks 7" berukuran n x n. Berdasarkan Teorema 2.1, koefisien-
koefisien dari polinomial karakteristik matriks 7" dapat dinyatakan secara rekursif
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dalam Tr(7*) dengan k = 1,2,--- ,n. Karena Sifat 3.1 menyatakan bahwa Tr(7*)
bernilai konstan, maka semua koefisien polinomial karakteristik juga bernilai kon-
stan. Perhatikan bahwa setiap akar-akar polinomial dapat dinyatakan sebagai fungsi
terhadap koefisien-koefisien polinomialnya. Karena nilai eigen matriks 7" merupakan
akar-akar polinomial karakteristik, dan semua koefisien polinomialnya bernilai kon-
stan, maka nilai eigen matriks 7" mestilah juga bernilai konstan. O

Matriks Lax pair bagi suatu persamaan stasioner tidaklah unik. Sifat berikut
mengkonfirmasi hal tersebut.

Sifat 3.3. [4] Misalkan (X,T) adalah matriks Lazx pair untuk suatu persamaan sta-
sioner, maka (X YT*) dengan v € R dan k € N adalah matriks Lax pair yang lain
untuk persamaan stasioner tersebut.

Bukti. Misalkan (X,T') adalah matriks Laz pair untuk suatu persamaan stasioner.
Untuk menunjukkan bahwa (X, v T%) adalah juga matriks Lax pair untuk per-
samaan stasioner tersebut, maka pasangan matriks tersebut harus memenuhi per-
samaan matriks Laz D, (vT*) = [X,~T*].

Perhatikan bahwa

Dz('YTk) = ’YDz(Tk)

k—1
= Z T’L'Tkaflfi
=0

k—1
— ’YZTZ‘[Xv T]kalfi
1=0
k—1
=7 THXT -TX)T* "
1=0

k—1 k—1
=7 (Z TiXkai o Z Ti+1XTk‘i>
=0

1=0
= ~(XTF - TFX)
= [X,yT"]. O

4. Lax pair untuk Persamaan Liouville
Pada bab ini akan dibahas matriks Laz pair untuk persamaan Liouville [8]

0%u
otox

—exp(2u) =0, u = u(z,t), (4.1)

dan mengkonfirmasi sifat-sifat terkait yang dibahas pada pembahasan sebelumnya.
Persamaan Liouville sendiri diformulasikan oleh matematikawan Prancis, Joseph Li-
ouville, dan muncul dalam kajian tentang koordinat isotermal pada geometri difer-
ensial.
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Matriks Lax pair untuk persamaan ini diberikan dalam referensi [8], yaitu

ou
X = [81 flu
ox

dan

|

0 0

0 fexp(2u)

|
|

(4.2)

(4.3)

Ini berarti bahwa jika X dan T pada persamaan (4.2) dan (4.3) disubstitusikan ke
persamaan matriks Laz pair (3.4), maka akan diperoleh persamaan Liouville (4.1).

Untuk menunjukkan hal ini, perhatikan bahwa

ou [ 22w
DX = 2 [az )())u] _ | 9toa 22u ] (4.4)
ot "oz | 0 %@
dan
9 [0 +exp(2u) [0 Zexp(2u) 2y
D,T=— A = A Oz | 4.
ox [0 0 10 0 (45)
Selanjutnya perhatikan juga bahwa
XT — 0 %eXp(Qu)%
0 exp(2u)
dan
ou
TX — {exp@u) —iexp(2u)ar} 7
0 0
sehingga diperoleh
(X, T|=XT-TX
[ —exp(2u) 2exp(2u)
N 0 exp(2u) |’
Dengan demikian dari persamaan (3.4) didapatkan
D’u
DX — DT+ [X,7] = | o0 — XP(21) o7 0 (4.6)
0 ~ 9tox + exp(?u)
~Joo
|00
Jelas bahwa dari persamaan (4.6) diperoleh
0%u
— 2u) =0
otox exp(2u) ’

yang merupakan persamaan Liouville (4.1).

Jika u tidak bergantung waktu ¢, maka persamaan Liouville (4.1) menjadi

exp(2u) = 0,

(4.7)
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yang memberikan persamaan stasioner bagi persamaan Liouville. Pasangan matriks
(X,T) merupakan matriks Laz pair untuk persamaan stasioner (4.7). Selanjutnya
perhatikan bahwa

2

[0 Lexp(2u)
T? =
0 o
~ [0 fexp(2u)] [0 texp(2u)
“lo" o 0" 0
~[oo
~lool
Ini berarti
00
TF = 4.
ool (1)

dengan k € N. Oleh karena itu Tr(7%) = 0. Kenyataan ini mengkonfirmasi Sifat 3.1
bahwa Tr(T*) adalah konstan.
Selanjutnya nilai eigen dari T' dapat dicari dengan menyelesaikan persamaan

berikut:
_ 10 0 fexp(2u)
det(A —T) = det ()\ {0 1} {0 0

(][5

A Lexp(2u)
_ )
det (0 \

=2 =0.

Dari persamaan terakhir diperoleh nilai eigen dari matriks T, yaitu A; » = 0. Hal ini
mengkonfirmasi Akibat 3.1 yang menyatakan bahwa setiap nilai eigen dari matriks
T bernilai konstan.

5. Kesimpulan

Dalam makalah ini telah dibahas analisis Laz pair secara umum, baik dalam bentuk
operator L dan M maupun dalam bentuk matriks X dan T'. Beberapa sifat yang
muncul dari Laz pair ini adalah:

1. Nilai Tr(T*) selalu konstan untuk setiap k € N.
Setiap nilai eigen matriks 7" bernilai konstan.

3. Jika (X,T) merupakan suatu matriks Laz pair untuk suatu persamaan difer-
ensial, maka (X,yT*), dengan v € R dan k € N, juga merupakan Laz pair
untuk persamaan diferensial tersebut (sifat ini menunjukkan bahwa Laz pair
tidak unik).

Dalam makalah ini juga telah dibahas secara khusus penerapan Laz pair pada
persamaan Liouville dan mengkonfirmasi sifat-sifat terkait.
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Sebagai saran untuk penelitian berikutnya, agar dilanjutkan pembahasan ten-

tang Lax pair dalam menyelesaikan persamaan diferensial parsial dengan menggu-

nakan metode inverse scattering transform.
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