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Abstrak. Laz pair adalah pasangan dua operator diferensial yang jika disubstitusikan
ke suatu persamaan (dinamakan persamaan Laz) akan menghasilkan suatu persamaan
diferensial parsial tertentu. Pada makalah ini dibahas konsep Lax pair secara umum,
baik dalam bentuk operator L dan M maupun dalam bentuk matriks X dan T, serta
penerapannya secara khusus pada persamaan Korteweg-de Vries orde lima. Beberapa
sifat Laz pair juga dibuktikan, yaitu (i) kuantitas ¢y — M1, dimana % suatu fungsi
eigen, merupakan solusi dari persamaan Li) = A, dimana A suatu nilai eigen, (ii) nilai
Trace(T*) selalu konstan untuk setiap k € N dan (iii) setiap nilai eigen matriks 7" bernilai
konstan.

Kata Kunci: Lax pair, operator diferensial, persamaan Lax, persamaan Korteweg-de
Vries, fungsi eigen, nilai eigen, Trace

1. Pendahuluan

Salah satu kajian menarik yang muncul dalam teori persamaan diferensial adalah
konsep tentang Laz pair. Pada tahun 1968 [6], Peter Lax mempublikasikan konsep
tentang Laz pair, dimana Laz pair merupakan pasangan dua operator diferensial
yang jika disubstitusikan ke suatu persamaan (dinamakan persamaan Laz) akan
menghasilkan suatu persamaan diferensial tertentu. Jika suatu persamaan diferen-
sial memiliki Lax pair, maka hal itu mengindikasikan bahwa persamaan diferensial
tersebut bersifat integrable (dapat diselesaikan secara eksak). Sejak saat itu Laz
pair menjadi objek penting dalam analisis suatu sistem integrable.

Lax pair terdiri dari operator L, yang bergantung pada x, s, Uzs, - - -, dan ope-
rator M yang bersama-sama merepresentasikan suatu persamaan diferensial parsial
F(x,t,u,uz, us, - -+ ) = 0 ketika disubstitusikan ke persamaan L; = [M, L] (disebut
persamaan Laz). Di sini notasi [M, L] didefinisikan sebagai [M,L] = (ML — LM)
dan disebut sebagai komutator (commutator) dari operator M dan L. Operator M
dan L dapat berupa operator skalar atau matriks.

Untuk menghindari keharusan dalam menggunakan operator-operator Lax de-
ngan orde yang lebih tinggi, pada tahun 1974, Ablowitz, Kaup, Newell, dan Segur
[1] memformulasi suatu matriks untuk Laz pair. Metode ini dikenal dengan metode
AKNS.

Proses menemukan M dan L yang bersesuaian dengan persamaan diferensial
yvang diberikan, secara umum bersifat tak trivial. Oleh karena itu, jika terlebih
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dahulu menetapkan L dan M, dan kemudian menentukan persamaan diferensial
parsial yang mana yang bersesuaian, terkadang dapat memberikan hasil yang baik.
Namun hal ini memerlukan banyak percobaan (trial), dan tentu saja bisa tidak
mengarah ke solusi yang dikehendaki [6].

Dalam makalah ini akan dibahas konsep Lax pair secara umum dan analisis
beberapa sifat terkait yang muncul, kemudian menerapkannya secara khusus pada
persamaan Korteweg-de Vries. Kajian tentang masalah ini mengeksplorasi kembali
studi pada referensi [4] dan [5].

2. Analisis Lax Pair
2.1. Bentuk Operator

Misalkan terdapat suatu operator linier L yang bergantung pada fungsi u(zx,t),
variabel spasial x dan turunan spasial u,, Uz, - - -, sedemikian sehingga

Ly = \p dengan ¢ = ¥(z,t). (2.1)

Pada persamaan (2.1), A adalah nilai eigen dan v adalah fungsi eigen yang ber-
sesuaian dengan nilai eigen \. Selanjutnya misalkan juga terdapat operator lain M,
sedemikian sehingga berlaku

Yy = M. (2.2)

Berdasarkan ide yang dikemukakan oleh Ablowitz dan Clarkson [2], syarat kom-
patibilitas bagi persamaan (2.1) dan (2.2) dapat ditentukan dengan terlebih dahulu
menurunkan persamaan (2.1) terhadap waktu ¢ dan kemudian gunakan aturan
rantai, sehingga diperoleh

Ly + Ly = Mtp + Ay (2.3)
Selanjutnya substitusikan persamaan (2.2) ke persamaan (2.3) sehingga didapatkan
Ly + LMy = My + AMy
=M+ M. (2.4)
Dengan menggunakan persamaan (2.1), maka persamaan (2.4) menjadi
Lyp+ LMy = My + MLy
& (Ly+ LM — ML)y = M. (2.5)
Oleh karena itu, agar dapat diperoleh solusi nontrivial fungsi eigen v (x, t), haruslah
L, +[L,M]=0, (2.6)
dimana
[L,M]=LM — ML (2.7)

yang akan bernilai benar jika dan hanya jika A\; = 0, atau dengan kata lain A tidak
bergantung pada waktu.

Persamaan (2.6) memberikan syarat kompatibilitas bagi persamaan (2.1) dan
(2.2) dan dikenal sebagai representasi Lax atau persamaan Lax dari persamaan
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diferensial parsial yang diberikan. Selanjutnya [L, M| pada persamaan (2.7) mere-
presentasikan komutator dari dua operator L dan M yang membentuk suatu Lax
pair.

Selanjutnya dari persamaan (2.1) dan persamaan (2.2) diperoleh teorema
berikut.

Teorema 2.1. [5] ¥y — M1y merupakan solusi dari persamaan Lip = M) dengan

Bukti. Dari persamaan (2.1) diperoleh

Lty — M) = Lypy — LM
= LM — LM
=0,

dan

AW — Myp) = Mpy — AM3p
=AMy — AM
= 0.

Karena L(¢y — My) = Ay — M) = 0, maka 1)y — M1 merupakan solusi dari
persamaan (2.1). |

2.2. Bentuk Matriks

Pada tahun 1974, Ablowitz, Kaup, Newell, dan Segur [1] memformulasi suatu ma-
triks untuk Lax pair sehingga dapat menghindari keharusan dalam menggunakan
operator-operator Lax dengan orde yang lebih tinggi. Metode ini juga dikenal se-
bagai metode AKNS. Dalam analisisnya, mereka mengenalkan sistem berikut:

D,V =X, (2.8)
DV =TV,
dimana matriks persegi X dan T berturut-turut berkorespondensi dengan opera-
tor L dan M, dan ¥ adalah suatu fungsi bernilai vektor. Matriks X dan T pada
umumnya bergantung pada nilai eigen A yang bebas terhadap waktu, sedangkan
ukuran dari ¥ bergantung pada orde L. Dengan demikian, jika L berorde 2, maka
vektor ¥ akan mempunyai dua elemen, sedangkan X dan T masing-masing adalah
matriks berukuran 2x2.
Dengan menggunakan persamaaan (2.7), (2.8), dan (2.9), diperoleh syarat kom-
patibiltas bagi persaamaan (2.8) dan (2.9), yaitu dengan menghitung
[Dtv DIC]\II = (DtDac - Dth)\Ij
=DyD,V — DDV
= (D:X)¥ + X(DyV) — (D, T)V —T(D, V) =0. (2.10)
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Persamaan (2.10) dapat ditulis menjadi
(DX)¥ + XTY — (D, T —TXT =0
i)
(D X)W — (D, T)V + XTW — TX¥ =0

)

(DX — D, T+ [X,T))¥ = 0. (2.11)
Untuk memperoleh solusi non-trivial bagi fungsi ¥, maka haruslah
D:X - D, T+ [X,T] =0, (2.12)

yang memberikan syarat kompatibilitas bagi persamaan (2.8) dan (2.9) dan dikenal
sebagai persamaan matriks Laz. Disini [X, T] didefinisikan dengan

[X,T] = XT - TX, (2.13)

yang dikenal sebagai komutator matriks.
Jika X tidak bergantung terhadap waktu ¢, maka persamaan (2.12) menjadi

T, = [Xa T]a (214)

yang memberikan representasi Lax bagi suatu persamaan stasioner. Pasangan
matriks (X,T) disebut pasangan matriks Laz untuk suatu persamaan stasioner.
Berikut adalah sifat-sifat yang berlaku pada representasi Lax (2.14).

Teorema 2.2. [4] Misalkan (X,T) adalah suatu pasangan matriks Laz untuk suatu
persamaan stasioner, maka Tr(Tk) bernilai konstan untuk setiap k € N.

Bukti. Akan ditunjukkan bahwa Tr(7*) terhadap « bernilai konstan dengan menu-
runkannya terhadap x untuk setiap k € N. Dengan menggunakan sifat dari trace,
diperoleh

dTr(T* dT*
# . (m)
= To(T, 7"+ TT, T2 4 -+ TFIT,)
= kTe(T, T 1)
= kTr((XT —TX)T" 1)
= kTr(XTF — TXTF 1)
= kTe(XT" — XT*)
= kTr(0)
= 0. O

Akibat dari Teorema 2.2 adalah bahwa nilai eigen dari matriks 7' juga bernilai
konstan.

Akibat 2.3. [4] Misalkan (X,T) adalah pasangan matriks Lax untuk suatu per-
samaan stasioner, maka \ adalah bernilai konstan untuk setiap A € Spec(T).
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Bukti. Misalkan matriks T berukuran n x n. Koefisien-koefisien dari polinomial
karakteristik matriks 7' dapat dinyatakan secara rekursif dalam Tr(7T*) dengan
k = 1,2,--- ,n. Karena Teorema 2.2 menyatakan bahwa Tr(Tk) bernilai kon-
stan, maka semua koefisien polinomial karakteristik juga bernilai konstan. Per-
hatikan bahwa setiap akar-akar polinomial dapat dinyatakan sebagai fungsi ter-
hadap koefisien-koefisien polinomialnya. Karena nilai eigen matriks 7" merupakan
akar-akar polinomial karakteristik, dan semua koefisien polinomialnya bernilai kon-
stan, maka nilai eigen matriks 7" mestilah juga bernilai konstan. O

3. Matriks Lax Pair untuk Persamaan Korteweg-de Vries Orde
Lima
Pada bagian ini akan dibahas matriks Laz pair untuk persamaan Korteweg-de Vries
orde lima (KdV5) [5]
Ju ou ou 0%*u 83u u
2 30u? 2t 4205000 4 10u
ot T T ar e T e T a8
Selain itu juga akan dikonfirmasi sifat-sifat terkait yang dibahas sebelumnya. Pasa-
ngan matriks Laz untuk persamaan KdV5 (3.1) adalah (X,T) dimana [5]

X = {2 _01] (3.2)

=0, u=u(z,t). (3.1)

dan

6u m+8 6u? + 224 ]

T — dz3
— (6u®+6 (32)" +8ud + 24) — (6ule + 3;4)

(3.3)

Untuk menunjukkan bahwa (X,T') adalah pasangan matriks Laz untuk persamaan
KdV5 (3.1), substitusikan persamaan (3.2) dan persamaan (3.3) ke persamaan ma-
triks Lax (2.11). Perhatikan bahwa

px=[20]
5 0
dan
oo 694 oy 12u3”+23“ ]
zt = 20u du a 2%u ou o*u
(18u +206I0$ +8 87+8w0> _(68w + b6ugz +8w )
Selanjutnya
du 2 82 *u ou 3u
XT = 6u> +6 + 8u +T 6u%+8723
<6u6“ + g;;) u (6u2 + 2%)
dan
TX = u (o + 25%) (Guau * gxg)

u(-6ugs — 34 6u® + 634" + sudy + 5t
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Dengan demikian diperoleh

[X,T] = XT - TX

du au dtu du a3u
_ 6 (24)” + 6uly 4 2u 12u2 +22
u (1208t + 227‘3‘) —(6(22)" +6udt + 24)

Dari persamaan matriks Laz (2.11), didapatkan

DX — DT + [X,T] = {00} - [00} ,

cO 00
dimana
ou 5 Ou Ou 0%u Bu  Pu
= 2 10u=—— + —=.
c= o + 30u o +0882+ 0u8x3+8x5
Oleh karena itu, syarat kompatibilitas untuk X dan T haruslah
ou 5 0u ou 0%u BPu  Pu
— — +20——=—— + 10u= + — = 4
at+30 8+0682+ Ou63+8 =0, (3.4)

yaitu persamaan KdV5 (3.1).

Sekarang pandang kasus stasioner dari persaamaan KdV5 (3.1). Dengan mene-
tapkan u tidak bergantung terhadap waktu ¢, maka persamaan (3.1) menjadi per-
samaan stasioner

50U Ou 8%u Bu  Ou
30u 87+20882+1083+$_0' (3.5)
Ini berarti bahwa (X, T) merupakan pasanngan matriks Laz untuk persamaan sta-
sioner (3.5).

Selanjutnya perhatikan kembali matriks T yang diberikan oleh persamaan (3.3).

Dapat dibuktikan bahwa untuk & genap berlaku

k
2

(T11)? + Th2To1) 0
0 ((T11)? + T12To1)

T =

k
2

dan untuk k ganjil berlaku

k=1 k=1
Tk _ T ((T11)? + Ti2To1) 2 Tio ((Th1)? + TioTo1) 2 ]
- k-1 k—1 )
15 ((T11)2 + T12T21) 2 =T ((T11)2 +T12T21) 2
dimana
ou 9u
Ti1 =6 —_—
11 u@ + pRel
82
T12 = 6u + 2%’

ou\ 2 0?u  O*u
_ 3
T21— <6u +6(8{E) +8ua$2+8$4>’

ou  0u
T22 = <6ua + O 3)

Nilai Tr(T*) sebagai berikut:
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(i) Untuk k genap,

k
2

Tr(TF)

[NE

((T11)? + T12T21)% + (T11)* + T12To1)
2 ((T11)* + Ti2Tn)
=2(d-e)?, (3.6)

dimana

02u ou\ 2 2u  tu
_ 2 e 3 et i i
e—<6u +28x2> <6u +6<8x> +8u8x2+8w4>'

(ii) Untuk & ganjil,

kE—1

E—1
Te(T%) = Ty ((T11)? + T12T21) ° + <T11 (T11)? + T12To1) 2 )

kE—1 kE—1

=T (T1)? + Ti2To1) 2 — T ((Th1)? + Th2To1)
=0. (3.7
Menurut Teorema 2.2, Tr(T*) selalu bernilai konstan (terhadap z) untuk setiap

k € N. Ini berarti bahwa kuantitas di sisi kanan persamaan (3.6) bernilai konstan.
Selanjutnya perhatikan pula bahwa nilai eigen dari matriks 7" diberikan oleh

Al =Va+b dan Ay =—Va+b, (3.8)

dimana

2 2 2 2 92
0= 360" — 602" 16u (6 “) —12 (a“) 07u

z? x? ox) 0x%
ou &3u Bu\> 5, 0%u 0%u 0*u
b=y (a) ~ Ot T 2 g

Berdasarkan Akibat 2.3, ini berarti bahwa kuantitas A\; dan Ay pada persamaan
(3.8) bernilai konstan.

4. Kesimpulan dan Saran

Berdasarkan hasil yang telah didapatkan pada pembahasan sebelumnya maka dapat
disimpulkan bahwa:

(1) Kuantitas ¢, — M1, dimana v suatu fungsi eigen, merupakan solusi dari per-
samaan L1 = A\, dimana A suatu nilai eigen.

(2) Nilai Tr(7") selalu konstan untuk setiap k € N.

(3) Setiap nilai eigen matriks T" bernilai konstan.

Dalam makalah ini juga telah dibahas secara khusus penerapan Laz pair pada
persamaan Korteweg-de Vries orde lima dan mengkonfirmasi sifat-sifat terkait yang
muncul.
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Untuk penelitian selanjutnya, Penulis menyarankan agar mengkaji sifat-sifat

lain yang muncul dari Laz pair suatu persamaan diferensial parsial, misalnya sifat

determinan dari matriks Laz paer.
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