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Abstrak. Suatu sistem dikatakan dapat distabilkan jika terdapat kontrol feedback ut =
Kxt untuk suatu K ∈ Rm×n sedemikian sehingga sistem

Ext+1 = (A+BK)xt, x0 ∈ Rn
+

adalah stabil [4]. Dalam hal ini, vektor ut ∈ Rm dikatakan kontrol yang menstabilkan
sistem di atas. Pada makalah ini akan dikaji syarat agar terdapat matriks K ∈ Rm×n

sedemikian sehingga sistem di atas adalah stabil, positif, dan regular.
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1. Pendahuluan

Diberikan suatu sistem persamaan beda (difference equations) linier sebagai

berikut:

Ext+1 = Axt +But, t ∈ Z+ (1.1)

dengan E,A ∈ Rn×n dan B ∈ Rn×m. Dalam sistem (1.1), xt ∈ Rn menyatakan vari-

abel state (keadaan), ut ∈ Rm menyatakan variabel kontrol (input) dan Z+ meny-

atakan himpunan bilangan bulat non negatif. Sistem (1.1) sering disebut sebagai

sistem deskriptor diskrit linier [4]. Sistem (1.1) dikatakan regular jika rank(E) < n

dan det(λE −A) 6= 0 untuk suatu λ ∈ C.

Pada dekade terakhir ini, kepositifan solusi dari sistem (1.1) menjadi sorotan

berbagai peneliti. Sistem (1.1) dengan ind(E) = q dikatakan positif jika untuk

setiap t ∈ Z+ dan untuk setiap fungsi input ut ∈ Rm
+ , berlaku xt ∈ Rn

+. Kriteria

tentang kepositifan sistem (1.1) telah dikaji oleh Virnik pada tahun 2008 [4].

Disamping itu, kajian tentang kestabilan sistem (1.1) merupakan topik klasik

yang telah dikaji oleh berbagai peneliti. Literatur [6] memuat kajian tentang kesta-

bilan sistem (1.1) tanpa batasan kepositifan. Sistem (1.1) dikatakan stabil jika

ρf (E,A) < 1, dimana ρf (E,A) adalah radius spectral dari pasangan matriks (E,A)

[6].

Tahun 2008, Virnik [4] mengajukan kriteria untuk kestabilan sistem (1.1) dengan

asumsi bahwa sistem (1.1) adalah positif. Tetapi, kriteria Virnik tidak mencakup

fenomena berikut, ”Jika diberikan sistem (1.1) yang regular, positif, dan tidak stabil,

bagaimanakah kriteria agar sistem tersebut dapat distabilkan (stabilizable)?”
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Sistem (1.1) dikatakan dapat distabilkan jika terdapat kontrol feedback ut = Kxt

untuk suatu K ∈ Rm×n sedemikian sehingga sistem

Ext+1 = (A+BK)xt, x0 ∈ Rn
+, (1.2)

adalah stabil [4]. Dalam hal ini, vektor ut ∈ Rm dikatakan kontrol yang mensta-

bilkan sistem (1.1). Pada makalah ini akan dikaji syarat agar terdapat matriks

K ∈ Rm×n sedemikian sehingga sistem (1.2) adalah stabil, positif, dan regular.

Tahun 2013, telah dibicarakan syarat agar terdapat K ∈ Rm×n sedemikian se-

hingga sistem (1.2) adalah stabil, positif, dan regular untuk kasus sistem deskriptor

kontiniu positif linier. Pada tesis ini akan dikaji syarat agar terdapat K ∈ Rm×n

sedemikian sehingga sistem (1.2) adalah stabil, positif, dan regular untuk kasus

sistem deskriptor diskrit positif linier.

2. Sistem Deskriptor Diskrit Linier Positif

Misalkan E ∈ Rn×n dengan ind(E) = q. Invers Drazin dari E ditulis ED adalah

suatu matriks yang memenuhi:

EDE = EED

EDEED = ED

EDEq+1 = Eq.

Invers Drazin dari suatu matriks persegi E selalu ada dan tunggal [10]. Jika matriks

E nonsingular, maka ED = E−1, dimana E−1 menyatakan definisi invers matriks

dalam pengertian biasa.

Lema 2.1. [4] Misalkan A,B ∈ Cn×n.

(1) Jika AB = BA, maka

ABD = BDA, (2.1)

BAD = ADB, (2.2)

ADBD = BDAD, (2.3)

(2) Jika AB = BA dan KerA ∩KerB = 0, maka

(I −AAD)BBD = I −AAD. (2.4)

Perhatikan kembali sistem deskriptor diskrit (1.1), dengan kondisi awal x0, dan

asumsikan bahwa

det(λE −A) 6= 0, untuk suatu λ ∈ C. (2.5)

Dengan mengalikan kedua ruas (1.1) dengan (λE −A)−1, maka diperoleh:

Êxt+1 = Âxt + B̂ut, t ∈ Z+, (2.6)

dimana

Ê = (λE −A)−1E, (2.7)

Â = (λE −A)−1A, (2.8)

B̂ = (λE −A)−1B. (2.9)
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Lema 2.2. [6] Untuk matriks Ê dan Â yang didefinisikan pada (2.7) dan (2.8),

berlaku

(1) ÂÊ = ÊÂ.

(2) ker Â ∩ ker Ê = 0.

Bukti.

(1) Dari (2.7), diperoleh

λÊ − Â = λ(λE −A)−1E − (λE −A)−1A

= (λE −A)−1(λE −A) (2.10)

= I, atau

Â = λÊ − I. (2.11)

Akibatnya,

ÂÊ = (λÊ − I)Ê = Ê(λÊ − I) = ÊÂ. (2.12)

(2) Misalkan x ∈ kerÂ ∩ kerÊ. Maka Âx = 0 dan Êx = 0, dan λÊ − Âx = 0.

Karena λÊ − Â = I, maka x = 0.

Teorema 2.3. [4] Misalkan sistem (1.1) adalah regular dengan ind(E,A) = q,

maka solusi dari sistem (1.1) adalah:

xt = (ÊDÂ)tÊDÊx0 +

t−1∑
i=0

ÊD(ÊDÂ)t−i−1B̂ui − (I − ÊÊD)

q−1∑
i=0

(ÊÂD)iÂDB̂ut+i

(2.13)

untuk suatu x0 ∈ Rn.

Bukti. Misalkan Ê dan Â didefinisikan seperti dalam (2.7). Berdasarkan Lema

2.2 berlaku ÂÊ = ÊÂ. Akibatnya, menurut Lema 2.1 diperoleh ÂÊD = ÊDÂ.

Selanjutnya

Êxt+1 = (ÊDÂ)t+1Êx0 +

t∑
i=0

(ÊDÂ)t−iÊÊDB̂ui − (I − ÊÊD)

q−1∑
i=0

(ÊÂD)i+1B̂ut+i+1,

Âxt = (ÊDÂ)t+1Êx0 +

t−1∑
i=0

(ÊDÂ)t−iB̂ui − (I − ÊÊD)

q−1∑
i=0

(ÊÂD)iÊDB̂ut+i

Berdasarkan Lema 2.2, berlaku ÂÊ = ÊÂ dan ker Â ∩ ker Ê = 0, akibatnya
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menurut Lema 2.1, (I − ÊÊD)ÂÂD = I − ÊÊD, sehingga

(I − ÊÊD)(ÊÂD)q = (I − ÊÊD)ÂÂD(ÊÂD)q

= (I − ÊÊD)ÂÂDÊq(ÂD)q

= ÂÂDÊq(ÂD)q − ÊÊDÂÂDÊq(ÂD)q

= ÂÂDÊq(ÂD)q − ÊÊDÂÂDÊDÊq+1(ÂD)q

= ÂÂDÊq(ÂD)q − ÂÂDÊÊDÊDÊq+1(ÂD)q

= ÂÂDÊq(ÂD)q − ÂÂDÊDÊq+1(ÂD)q

= ÂÂDÊq(ÂD)q − ÂÂDÊq(ÂD)q = 0.

Selanjutnya, untuk membuktikan bahwa (2.10) merupakan solusi dari (2.6), akan

ditunjukkan

Êxt+1 − Âxt = B̂u(t).

Êxt+1 − Âxt = ÊÊDB̂ut − (I − ÊÊD)

q−1∑
i=0

[(ÊÂD)i+1B̂ut+i+1 + (ÊÂD)iB̂ut+i]

= ÊÊDB̂ut − (I − ÊÊD)

q−1∑
i=0

[(ÊÂD)iB̂ut+i − (ÊÂD)i+1B̂ut+i+1]

= ÊÊDB̂ut + (I − ÊÊD)[(B̂ut − ÊÂD)B̂ut+1)

+((ÊÂD)B̂ut+1 − (ÊÂD)2B̂ut+2 + · · ·
+(ÊÂD)q−2B̂ut+q−2 − (ÊÂD)q−1B̂ut+q−1)

+(ÊÂD)q−1B̂ut+q−1 − (ÊÂD)qB̂ut+q)]

= ÊÊDB̂ut + (I − ÊÊD)[(B̂ut − ÊÂD)qB̂ut+q]

= ÊÊDB̂ut + (I − ÊÊD)B̂ut − (I − ÊÊD)(ÊÂD)qB̂ut+q

= ÊÊDB̂ut + B̂ut − ÊÊDB̂ut

= B̂ut.

Jadi, solusi (2.10) memenuhi sistem (2.6).

Berikut dipaparkan definisi kepositifan dari sistem deskriptor (1.1).

Definisi 2.4. [4] Sistem (1.1) dengan ind(E,A) = q dikatakan positif jika untuk

semua ut ≥ 0, t = 0, 1, · · · , q − 1, dan x0 ≥ 0 berlaku xt ∈ Rn
+.

Berikut diberikan kriteria untuk memeriksa kepositifan dari sistem (1.1).

Teorema 2.5. [4] Secara khusus jika B = 0, untuk sistem (1.1) adalah positif jika

dan hanya jika ÊDÂ ∈ Rn×n
+ .

3. Kestabilan Sistem Deskriptor Positif Linier Diskrit

Kestabilan merupakan suatu sifat yang sangat penting bagi suatu sistem. Berikut

ini akan dibicarakan tentang kestabilan sistem deskriptor linier diskrit

Ex(t+1) = Axt, x(0) = x0. (3.1)
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Sistem (3.1) dikatakan stabil jika ρf (E,A) < 1 dimana ρf (E,A) adalah radius

spectral dari (E,A)[4].

Definisi 3.1. [4] Suatu skalar λ ∈ C adalah nilai eigen dari (E,A) jika

det(λE −A) = 0.

Radius spectral hingga ρ(E,A) dari (E,A) didefinisikan sebagai nilai eigen maksi-

mum dari (E,A). Sistem (3.1) dikatakan stabil jika ρ(E,A) < 1.

Teorema 3.2. [4] Jika ÊDÂ ∈ Rn×n
+ , maka sistem deskriptor (3.1) adalah stabil

asimptotik jika dan hanya jika ada α ∈ Rn
++ sedemikian sehingga

(ÊDÂ− I)α ∈ Rn
−−. (3.2)

4. Stabilisasi Sistem Deskriptor Diskrit Linier Positif

Perhatikan kembali sistem deskriptor diskrit (1.1). Sebelumnya telah dipaparkan

sistem (1.1) dapat distabilkan jika terdapat kontrol feedback ut = Kxt untuk suatu

K ∈ Rm×n sedemikian sehingga sistem

Ext+1 = (A+BK)xt. (4.1)

adalah stabil. Dengan asumsi bahwa sistem (4.1) adalah regular, yaitu det(λE −
A−BK) 6= 0 untuk suatu λ ∈ C, maka (4.1) menjadi

Ēxt+1 = Ãxt, (4.2)

dimana

Ē = (λE −A−BK)−1E,

Ã = (λE −A−BK)−1(A+BK).

Pada Teorema 4.1 berikut diberikan syarat agar sistem (1.2) adalah stabil, posi-

tif, dan regular.

Teorema 4.1. [4] Diberikan sistem (1.1) dimana (E,A) adalah regular, maka

pernyataan berikut ekuivalen:

(1) ada suatu matriks K ∈ Rm×n sedemikian sehingga state feedback ut = Kxt
membuat sistem

Ext+1 = (A+BK)xt (4.3)

menjadi positif dan stabil.

(2) ada λ ∈ C, x̄ ∈ Rn,y1, · · · ,yn ∈ Rm sedemikian sehingga syarat berikut berlaku:

(a) (λE −A−BK)−1 ada

(b) untuk i, j = 1, · · · , n, berlaku:

(ĒDĀ− I)x̄+ ĒDB̄

n∑
i=1

yi ∈ Rm
− , (4.4)

x̄ ∈ Rn
++, (4.5)
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(ĒDĀ)(i,j)xj + b̄iyi ≥ 0, (4.6)

dimana:

Ē = (λE −A−BK)−1E, (4.7)

B̄ = (λE −A−BK)−1B, (4.8)

Ā = (λE −A−BK)−1A (4.9)

dan b̄i adalah baris ke-i dari matriks ĒDB̄.

Bukti. Dengan menggunakan Teorema 2.3 dan Teorema 2.5, pernyataan pertama

ekuivalen dengan pernyataan

ĒDÃ ∈ Rn×n
+ dan (I − ĒDÃ)x̄ ∈ Rn

++, (4.10)

untuk suatu x̄ ∈ Rn
++. Sehingga cukup untuk membuktikan ekuivalensi antara

pernyataan kedua dan eksistensi matriks K ∈ Rm×n sedemikian sehingga (4.10)

dipenuhi. Misalkan x̄ = [x1 x2 · · · xn]T ∈ Rn
++ dan y1,y2, · · · ,yn ∈ Rm.

Definisikan K = [ki]
n
i=1 = [y1

x1

y2

x2
· · · yn

xn
] ∈ Rm×n. Karena ki = yi

xi
untuk i =

1, · · · , n ketaksamaan (4.6) ekuivalen dengan

ĒDĀ(i,j) + b̄i
yi

xi
= ĒDĀ(i, j) + b̄iki ∈ R+,

atau ekuivalen dengan

(ĒDĀ+ ĒDB̄K) = ĒDÃ ∈ Rn×n
+ . (4.11)

Pernyataan (4.11) ekuivalen dengan kepositifan dari sistem (4.1). Selanjutnya, dari

(3.2) diperoleh

(ĒDĀ− I)x̄+ ĒDB̄

n∑
i=1

yi = [(ĒDĀ− I) + ĒDB̄(

n∑
i=1

yi)(x̄
−1)]x̄

= [(ĒDĀ− I) + ĒDB̄K]x̄

= (ĒDÃ− I)x̄.

dimana x̄−1 = diag(x̄−1
i ) dan Kx̄ =

∑n
i=1 yi. Sehingga berdasarkan Teorema 3.2,

diperoleh x̄ > 0 dan

(ĒDĀ− I)x̄+ ĒDB̄

n∑
i=1

yi = (ĒD(Ā+ B̄K)− I)x̄

= (ĒDÃ− I)x̄ ∈ Rn
−−

jika dan hanya jika ĒDÃ adalah stabil.
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