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Abstrak. Fungsi karakteristik dari suatu peubah acak X dinotasikan sebagai ϕX(t) dan
didefinisikan sebagai ϕX(t) = E[eitX ], dimana t ∈ R , i =

√
−1 dan eitX = cos tX +

i sin tX. Teorema inversi menyatakan bahwa fungsi karakteristik dapat digunakan untuk

menentukan fungsi kepekatan peluang dari peubah acak yaitu

f(x) =
1

2π

∫ ∞
−∞

e−itxϕX(t)dt.

Kata Kunci : Fungsi karakteristik, teorema inversi, peubah acak.

1. Pendahuluan

Pada teori peluang dan statistika digunakan beberapa transformasi dan fungsi pem-

bangkit, salah satunya fungsi karakteristik. Lukacs (1960) menyatakan bahwa fungsi

karakteristik dari suatu peubah acak X dinotasikan sebagai ϕX(t) dan didefinisikan

sebagai

ϕX(t) = E[eitX ]

dimana eitX = cos(X) + i sin(X). Jelas terlihat bahwa fungsi karakteristik mem-

punyai kesamaan dengan fungsi pembangkit momen MX(t) = E[etX ] (lihat Bain

dan Engelhardt (1992)), akan tetapi dengan menambahkan ’i ’ pada eksponennya,

dimana i adalah bilangan imajiner.

Sama halnya dengan fungsi pembangkit momen, fungsi karakteristik juga dapat

digunakan untuk menghitung momen dari suatu peubah acak. Selain itu, fungsi

karakteristik juga dapat digunakan untuk menentukan fungsi distribusi dari suatu

peubah acak. Berbeda dengan fungsi pembangkit lainnya, fungsi karakteristik selalu

ada untuk setiap fungsi distribusi, karena

|ϕX(t)| = |E[eitX ]| ≤ E[|eitX |] = E[1] <∞.

Rao dan Swift (2006) menyatakan bahwa fungsi karakteristik secara tunggal

menentukan sebaran peluang yang bersesuaian dengan peubah acaknya. Jadi setiap

sebaran peluang memiliki fungsi karakteristik yang berbeda. Ketunggalan fungsi

karakteristik merupakan akibat dari teorema inversi fungsi karakteristik, dimana

secara eksplisit teorema inversi dapat menentukan fungsi distribusi F (x) bilamana

fungsi karakteristik ϕX(t) diketahui. Oleh sebab itu, kajian tentang teorema inversi
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pada fungsi karakteristik sangat menarik untuk dikaji. Jadi dalam makalah ini akan

dibahas pembuktian teorema inversi pada fungsi karakteristik.

Makalah ini merupakan tinjauan ulang dari rujukan pustaka [3]. Pada makalah

ini penulis mengkaji kembali tentang teorema inversi pada fungsi karakteristik.

2. Teorema Inversi Pada Fungsi Karakteristik

Teorema 2.1. Jika F terdiferensial pada x dengan F
′
(x) = f(x) maka

f(x) = lim
h→0

lim
T→∞

1

2π

∫ T

−T

1− e−iht

iht
e−itxϕX(t)dt (2.1)

jika dan hanya jika ruas kanan dari persamaan (1) ada. Jika ϕX(t) terintegral pada

R dan f(x) ada untuk setiap x ∈ R maka

f(x) =
1

2π

∫ ∞
−∞

e−itxϕX(t)dt.

Bukti. (⇒) Perhatikan persamaan (1) yaitu

f(x) = lim
h→0

lim
T→∞

1

2π

∫ T

−T

(
1− e−iht

iht

)
e−itxϕX(t)dt.

= lim
h→0

1

h
lim

T→∞

1

2π

∫ T

−T

e−itx − e−i(x+h)t

it
ϕX(t)dt.

Akibatnya, dapat dituliskan bahwa

F (x+ h)− F (x) = lim
T→∞

1

2π

∫ T

−T

(
e−itx − e−i(x+h)t

it

)
ϕX(t)dt

= lim
T→∞

1

2π

∫ T

−T

(
1− e−iht

it

)
e−itxϕX(t)dt,

atau

F (x+ h)− F (x)

h
= lim

T→∞

1

2π

∫ T

−T

(
1− e−iht

iht

)
e−itxϕX(t)dt. (2.2)

Ini berarti persamaan (1) dapat dituliskan menjadi

f(x) = lim
h→0

1

h
(F (x+ h)− F (x)).

Karena F terdiferensial di x, maka

f(x) = lim
h→0

F (x+ h)− F (x)

h
= F

′
(x).

Dengan perkataan lain, ruas kanan persamaan (1) ada.

(⇐) Dari persamaan (2) dapat dilihat bahwa ruas kanan persamaan (1) adalah

sebagai berikut,

lim
h→0

lim
T→∞

1

2π

∫ T

−T

(
1− e−iht

iht

)
e−itxϕX(t)dt = lim

h→0

F (x+ h)− F (x)

h
= F

′
(x).
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Karena F
′
(x) = f(x), jadi

f(x) = lim
h→0

lim
T→∞

1

2π

∫ T

−T

(
1− e−iht

iht

)
e−itxϕX(t)dt.

Selanjutnya karena f(x) ada untuk setiap x ∈ R, maka dari persamaan (1) diperoleh

f(x) = lim
h→0

lim
T→∞

1

2π

∫ T

−T

(
1− e−iht

iht

)
e−itxϕX(t)dt

=
1

2π

∫ ∞
−∞

(
lim
h→0

1− e−iht

iht

)
e−itxϕX(t)dt.

Karena

lim
h→0

1− e−iht

iht
= lim

h→0

1− cos(−th)− i sin(−th)

iht
= 1,

maka

f(x) =
1

2π

∫ ∞
−∞

e−itxϕX(t)dt.

Contoh 2.2. Misalkan X ∼ Cauchy(0, 1) memiliki fungsi karakteristik e−|t| (li-

hat Rao dan Swift (2006)). Dengan teorema inversi dapat dicari fungsi kepekatan

peluang dari sebaran Cauchy tersebut. Perhatikan bahwa

f(x) =
1

2π

∫ ∞
−∞

e−itxϕX(t)dt

=
1

2π

∫ ∞
−∞

e−itxe−|t|dt

=
1

2π

∫ ∞
−∞

[cos(tx)− i sin(tx)] e−|t|dt.

karena cos(tx) adalah fungsi genap dan sin(tx) adalah fungsi ganjil, maka f(x)

dapat dituliskan kembali dalam bentuk sebagai berikut

f(x) =
1

π

∫ ∞
0

cos(tx)e−|t|dt

=
1

π

∫ ∞
0

cos(tx)e−tdt.

dengan∫ ∞
0

cos(tx)e−tdt = lim
a→∞

[
e−t

1

x
sin(tx)

]a
0

+

∫ ∞
0

1

x
sin(tx)e−tdt

= lim
a→∞

[
e−t

1

x
sin(tx)

]a
0

+
1

x

[
e−t(− 1

x
cos(tx))− 1

x

∫ ∞
0

cos(tx)e−tdt

]
= lim

a→∞

[
e−t

x
sin(tx)− e−t

x2
cos(tx)

]a
0

− 1

x2

∫ ∞
0

cos(tx)e−tdt.



Teorema Inversi Pada Fungsi Karakteristik 31

Sehingga dapat diperoleh(
1 +

1

x2

)∫ ∞
0

cos(tx)e−tdt = lim
a→∞

[
e−t

x
sin(tx)− e−t

x2
cos(tx)

]a
0(

x2 + 1

x2

)∫ ∞
0

cos(tx)e−tdt = lim
a→∞

[
e−t

x
sin(tx)− e−t

x2
cos(tx)

]a
0∫ ∞

0

cos(tx)e−tdt = lim
a→∞

[
e−t

x
sin(tx)− e−t

x2
cos(tx)

]a
0

x2

x2 + 1

=
1

1 + x2
.

Jadi,

f(x) =
1

π

∫ ∞
0

cos(tx)e−tdt,

=
1

π

1

1 + x2
.
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