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Abstract. Dalam makalah ini dikaji proses menstabilkan suatu sistem linier posi-
tif menggunakan state feedback. Suatu sistem linier dikatakan dapat distabilkan jika
terdapat kontrol u = —Ksx, untuk suatu matriks K sedemikian sehingga sistem
x = (A — BK,)x adalah stabil, artinya matriks K, dipilih sedemikian sehingga bagian
riil dari semua nilai eigen matriks A — BK s adalah negatif.
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1. PENDAHULUAN
Diberikan sistem kontrol linier sebagai berikut:
%X = Ax + Bu, x(0) = xo, (1.1)

dimana A € R"*" B € R"*™, Jika matriks A dan B bergantung terhadap waktu,
maka sistem (1.1) disebut sistem kontrol linier time varying.

Sistem (1.1) dikatakan positif jika untuk setiap u € R’ dan untuk setiap x¢ €
R dan t > 0, maka x(t) € R’}. Dalam [3] dinyatakan bahwa sistem (1.1) adalah
positif jika dan hanya jika A adalah suatu matriks Metzler, yaitu a;; > 0 untuk
setiap i # j, i,j = 1,2,--- ,n dan B € R}*™.

Salah satu kajian dalam sistem kontrol adalah mengenai kestabilan sistem terse-
but. Sistem (1.1) dikatakan stabil jika ¢ — oo mengakibatkan x(¢) — 0. Salah satu
kriteria untuk menentukan kestabilan sistem (1.1) adalah kriteria nilai eigen. Sistem
(1.1) adalah stabil jika bagian riil dari semua nilai eigen matriks A adalah negatif.
Dengan demikian, sistem (1.1) adalah positif dan stabil jika A adalah Metzler,
B € R}*™ dan bagian riil dari semua nilai eigen matriks A adalah negatif.

Sistem (1.1) yang tidak stabil dikatakan dapat distabilkan jika terdapat kontrol
u = — K x untuk suatu Ky € R™*" sedemikian sehingga sistem

% = (A — BEK,)x (1.2)

adalah stabil, artinya matriks K dipilih sedemikian sehingga bagian riil dari semua
nilai eigen matriks A — BK adalah negatif. Matriks K; disebut matriks feedback
dan vektor u dikatakan kontrol yang menstabilkan sistem (1.1). Dalam makalah ini
dikaji syarat untuk matriks K, € R'*" sedemikian sehingga sistem (1.2) adalah
positif dan stabil.
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2. Pembahasan

Lema berikut diperlukan untuk membuktikan hasil utama.

Lema 2.1. [2] Suatu matriks Metzler A € R™*™ adalah stabil jika dan hanya jika
3d € int(R'}) sedemikian sehingga Ad € int(R}). (2.1)
Selain itu, jika A stabil maka setiap submatriks utama dari A juga stabil.

Lema 2.2. [2 Tidak ada K, € RYX™ sedemikian sehingga sistem positif dengan
input tunggal yang tidak stabil (1.1) dapat distabilkan.

Bukti. Misalkan ada K, € R™*" sedemikian sehingga sistem positif dengan input
tunggal yang tidak stabil (1.1) dapat distabilkan, maka (A — BK) adalah ma-
triks Metzler stabil. Jelas bahwa —BK, € R?*", dan notasikan —BK, = AT =
[a;;],i,j =1,2,---,n. Berdasarkan Lema 2.1, terdapat

d=[d dy--- d,]" €int(R)
sedemikian sehingga —(A + A")d € int(R’}), yaitu

O<—dlaﬂ—~-~—dnam—d1aj'1—--~—dna+

mn?

< —diagr — - — dpQip, Vi =1,--- ,n. (2.2)

Tetapi, karena A tidak stabil maka berdasarkan Lema 2.1, untuk setiap d € int(R’)
terdapat suatu ¢ sedemikian sehingga —dia;1 — ---dpa; < 0 yang bertentangan
dengan (2.1). O

Teorema 2.3. [2] Misalkan sistem (1.1) adalah positif dan
Ky= kY B W] e RV (2.3)
didefinisikan sebagai berikut:
kD > % jika b; = 0,¥j # i,

k) = min 4y , untuk hal lainnya, 2.4
O = i (5 ’ (2.4
untuk 4,5 € {1,2,---,n}. Jika b; # 0 dan b; = 0 untuk setiap j # i, j,i €
{1,--- ,n}, maka K yang didefinisikan dalam (2.4) membuat matriks A — BK
mengjadi matriks Metzler stabil jika dan hanya jika submatriks A® adalah stabil.

Bukti. Tanpa mengurangi keumuman, asumsikan bahwa by # 0.

(=) Misalkan terdapat suatu K, € ]R}FX” sedemikian sehingga A— B K, adalah suatu
matriks Metzler stabil, maka submatriks (A — BK,)") dan A adalah sama, dan
berdasarkan Lema 2.1 mestilah A®) stabil.

(<) Misalkan submatriks A1) adalah stabil, maka berdasarkan Lema 2.1 terdapat

’

d =[dy--dy,] € int(R})



Stabilisasi Sistem Linier Positif Menggunakan State Feedback 107

sedemikian sehingga
—A'd € int(RY),
yaitu untuk suatu 6; > 0,5 € {2,--- ,n} berlaku
—(ajods + ajzds + - -+ + ajndy) > 9;.
Misalkan § = l:gunn{dj} dan a = j:rgyz_xf(yn{ajl}. Selanjutnya, jika a = 0, maka pilih

dy = 1; dan jika a # 0 , maka pilih d; € (0, %) Dengan pilihan ini, maka (2.1)
terpenuhi untuk baris 2,--- ,n. Dengan pemilihan d; ini dan k% = 0 untuk i # 1
diperoleh

—(an — klb)di — (a12ds + - + a1ndy) >
klbidy — (| a11 | di + a1ada + - + a1ndy) > 0,

sehingga
El s | a11 | di + areda + - -+ + a1ndy, >0
) bidy
dan
kKi=0,i=2,---,n.
yang memberikan hasil yang diinginkan, yaitu
—(a11 — kslbl)dl — (a12da + -+ + a1pdy) >0 O

Berikut ini akan diberikan beberapa contoh yang mengilustrasikan Teorema 2.3.

Contoh 2.4. Selidiki apakah sistem linier positif berikut dapat distabilkan atau
tidak.

1‘.1 71 2 1 X1 0
ol =10 =1 1| |22 + |0] w (2.5)
3 2 1 0,5] |as 1

Misalkan K, = [k! k? k3]. Dari persamaan (2.5) terlihat bahwa by = by = 0.
Untuk ¢ =1,

k= 4} — 2,
s #Ilr,lé?#o{ b}
Untuk ¢ = 2,

k2 = i @32 —

s j#g}é??fo{ b

Untuk 7 = 3,

pilih &3 = 1.



108 Erin Dwi Fentika, Zulakmal

-1 2

i = (3) =
Sehingga K [2 1 1]. Karena A { 0 -1

] adalah stabil, maka berdasarkan

Teorema 2.3,

-12 1 0 -12 1
A-BK,=|0 -1 1|—|0|[211]=|0 -1 1
2 10,5 1 0 0 -0,5

merupakan matriks Metzler stabil dengan nilai-nilai eigen —1, —1, —0, 5. Jadi sistem
tersebut dapat distabilkan. Amati bahwa submatriks (A — BK)®) = A®).

Contoh 2.5. Selidiki apakah sistem linier positif berikut dapat distabilkan atau
tidak.

.’ﬁl -3 112 Iy 0
o 1 -22 0| |z 0

= 2.
3 9 11 1| |as| T ]2l™ (2.6)
©4 0 2 0-1] |z 0

Misalkan K, = [k} k2 k2 k2]. Dari persamaan (2.6) terlihat bahwa by = by =
by = 0.

Untuk ¢ =1,
1 : a31) _—
s = ALb#0 ) =1
Untuk i = 2,
k? = min {@}z1
S j#2,b;#0° Y3 2
Untuk ¢ = 3,
ass
k3> —=
S b3
k3> 0,5,
pilih &3 = 1.
Untuk 7 = 4,
1
k:4: 1 M = —.
? #ﬂ?#o{ 2 2
11 -3 1 2
Sehingga K, = |1 -1 =|. Karena A®) = 1 —2 0 | adalah stabil, maka
2 2
0 2 -1
berdasarkan Teorema 2.3,
-3 112 0 -3 1 1 2
1 =220 0 1.1 1 -22 0
A=BE =15 11|72 [1212} 0 0-10
0 20-1 0 0 2 0 -1

merupakan matriks Metzler stabil dengan nilai-nilai eigen —2.9466 + 0.82974,
—2.9466 —0.82974, —0.1067, —1.0000. Jadi sistem tersebut dapat distabilkan. Amati
bahwa submatriks (4 — BK)®) = A®),
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3. Kesimpulan
Misalkan matriks
Ko = [kY k@ . M| e RV

didefinisikan sebagai berikut.

ORN % jika b; =0, Vj #i

k) = min 4y , untuk hal lainnya, 3.1

O = min (5 v (3.1)

dengan ¢,j € {1,2,--- ,n}. Jika sistem (1.1) adalah positif dan b; # 0 dan b; = 0
untuk setiap j # ¢, j,i € {1,---,n}, maka K, yang didefinisikan dalam (3.1)

membuat matriks A — BK, menjadi matriks Metzler stabil jika dan hanya jika
submatriks A®) adalah stabil.
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