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Abstrak. Misalkan terdapat graf terhubung taktrivial G. Jika setiap sisi-sisi G diberi
pewarnaan sehingga sebarang dua titik di G dihubungkan oleh suatu lintasan yang memi-
liki warna berbeda disetiap sisi, maka G disebut rainbow connected. Pewarnaan sisi dari
G ditulis ¢ : E(G) — {1,2,--- ,k}; k € N. Rainbow connection number dari graf G, dino-
tasikan dengan rc¢(G), adalah minimum dari banyaknya warna yang dibutuhkan untuk
mewarnai G sehingga G rainbow connected. Cartesian product terhadap dua graf G
dengan Ga dinotasikan dengan G1 X Ga.

Dalam makalah ini akan dibahas kembali makalah [1] tentang penentuan bilangan
rainbow connection dari graf P, X Kg 2 dan P3 x C,. Diperoleh bahwa rc(Pp X K22) =
n+1dan re(P3 x Cn) = [§] +2.

Kata Kunci: Graf lingkaran, Graf lintasan, Graf bipartit lengkap, Rainbow connection
number

1. Pendahuluan

Misalkan G adalah graf terhubung tak-trivial. Definisikan pewarnaan ¢ : E(G) —
{1,2,--- ,k};k € N, dimana sisi G yang bertetangga boleh memiliki warna yang
sama. Suatu lintasan v —v € G dikatakan rainbow path jika tidak ada dua sisi pada
lintasan yang memiliki warna sama. Graf G dikatakan rainbow connected jika setiap
dua titik yang berbeda di G dihubungkan oleh rainbow path.

Dalam tulisan ini akan dibahas tentang rainbow connection number pada graf
hasil operasi cartesian product antara graf lintasan dengan graf lingkaran, serta
antara graf lintasan dengan graf bipartit lengkap K> 5.

Misalkan terdapat graf terhubung G dengan ukuran m. Ukuran m menyatakan
banyaknya sisi yang ada dalam graf G. Hubungan antara diam(G),rc(G), sre(G)
dan ukuran m dijelaskan pada proposisi berikut.

Proposisi 1.1. [5] Misalkan G adalah graf terhubung tak trivial berukuran m. Jika
c: E(G) = {1,2,--- ,k}, k € N merupakan pewarnaan rainbow coloring, maka

diam(G) < rc(GQ) < sre(G) < m.
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2. Rainbow Connection Number pada Hasil Operasi Cartesian
Product Terhadap Graf Lingkaran dan Graf Bipartit Lengkap,
dengan Graf Lintasan

Pada Teorema 2.1 diberikan bilangan Rainbow Connection untuk graf hasil Carte-
sian Product graf bipartit lengkap Kj o dengan graf lintasan P,, untuk n > 2.

Teorema 2.1. [1] Untukn > 2, rainbow connection number untuk graf (P, x K 2)
adalah n + 1.

Bukti. Perhatikan bentuk graf P, x K5, pada Gambar 1 berikut. Dapat dilihat

Gambar 1. Hasil operasi Pn X K22

bahwa graf G ~ P,, x K32 mempunyai himpunan titik dan himpunan sisi sebagai
berikut.

V(Pn X K272) = {ai7bi7ci7di; 1 S 1 S ’I’L}‘7

E(P, x Ka2) = {a;b;, a;d;, bic;, c;d;; 1 < i < n}

U{aiai—i-h bibit1, ciciy1, didip1;1 <i<n—1},
dimana a; = wuivi, b1 = wvs, 1 = wive, di = uVs, Az = UV, by = uUgvs,
C2 = UgV2, da = UVy, **+, Gp = UpV1, by = UnV3, ¢y = Uyv2, d, = u,v4. Dapat
dilihat bahwa p = |V(G)| = 4n dan g = |E(G)| = 8n — 4.
Selanjutnya ditentukan jarak masing-masing titik pada graf P, x Kj,. Him-

punan d(x,y) dimana x,y adalah sebarang titik pada graf P, x Kso adalah
d(z,y) ={1,2,--- ,n+ 1}. Maka diperoleh bahwa

diam(P, x Ks9) = max{d(z,y)|z,y € V(P, x K22)} =n+ 1.
Karena diam(P,, x K32) =n+ 1 maka
’I"C(Pn X KQ’Q) >n—+ 1. (21)

Konstruksikan pewarnaan pada sisi-sisi graf P, X K> 2, yang dapat dinyatakan dalam
bentuk fungsi pewarnaan ¢ : E(P, X K22) — {1,2,--- ,n + 1} sebagai berikut.

1, e =a;vi;e =bju;; 1 <1 <n,
cle) =1 2, e=abj;e =uw;;1 <i<n,
Jy e =aia;ir15e = bibiyrse =uuirse=vw1;1 <i<n—-1; 3<j<n+1
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Berdasarkan pewarnaan tersebut diperoleh bahwa
’I"C(Pn X KQ’Q) <n-+ 1. (22)

Dari (2.1) dan (2.2) diperoleh bahwa rc(P, X Ka2) =n+ 1. O

Pada Teorema 2.2 diberikan bilangan Rainbow Connection untuk graf hasil
Cartesian Product graf lingkaran C,, dengan graf lintasan Pz, untuk n > 3.

Teorema 2.2. [1] Untuk n > 3, rainbow connection number untuk graf (Ps x Cy,)
adalah [5] 4+ 2.

Bukti. Perhatikan bentuk graf P; x C, pada Gambar 2 berikut.

Gambar 2. P3 x Cp,

Misalkan V(P3) = {u1,uz2,us} dan V(C),,) = {v1,ve, - ,v,}. Maka graf H ~
P3; x C,, mempunyai himpunan titik dan himpunan sisi sebagai berikut.

V(P3 x Cy) = {ai,bi,ci31 <i <nj,

E(P3 x Cy) = {aibi, bic;;1 <i <n} U {aiai11,bibit1,cicip1;1 <i<n—1}

U {a/nah bnb17 CnC1},

dimana ap = ujiv, b1 = U2V1, C1 = U3V1, A2 = UIV2, bg = U2V2, C2 = U3V2,
cy Qp = U U, by = Ugy, ¢, = ugv,. Dapat dilihat bahwa p = |[V(H)| = 3n,
¢ = |B(H)| = 5n.
Selanjutnya ditentukan jarak masing-masing titik pada graf P x C},. Himpunan
d(z,y) dimana z,y adalah titik sebarang pada graf P; x C, adalah d(z,y) =
{1,2,---,[5] + 2}. Maka diperoleh bahwa

diam(Ps x Cy) = max{d(z, y)|z,y € V(P; x Cy)} = [%1 +2.
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Karena diam(Ps x Cp,) = [%] + 2 maka
n
re(Pa x Ka2) = [2]+2 (2.3)

Konstruksikan pewarnaan pada sisi-sisi graf P3 x C,, yang dapat dinyatakan dalam
bentuk fungsi pewarnaan ¢ : E(Ps x Cp,) — {1,2,---,[§] + 2} sebagai berikut.

i, e=a;a;y15e = bibiy1;e = ciciyr;1 <@ < [§],n genap,

€ = arg1+ia[g14i+15 € = 021401214415 € = €131 4iCT 31 4i 1,

1<i<[4]—1,n genap,

e=a;aiy15e = bibiyi;e = ciciy1;1 < i < [§] — 1, n ganjil,
ole) = €=arz)4i-107274: € = brapi—1brnipi € = craypim1cra )44,
1 <i<[5]—2,n ganjil,

|—%-| - 17 € =0p-10n;€ = bn—1b1§ Cp—1Cn;
[5],  e=agaize=bybise = cpei,
|—%-| +17e:azb7,71 SZS”,
[51+2,e=Dbici;1 <i<n.
Berdasarkan pewarnaan tersebut diperoleh bahwa
re(Py x Cy) < [g} +2. (2.4)
Dari (2.1) dan (2.2) diperoleh bahwa rc(Ps x Cy,) = [5] + 2. O

Pewarnaan pada (P; x C5) dapat dilihat pada Gambar 3.

Gambar 3. re(Ps x Cs)

Pewarnaan pada (P; x Cg) dapat dilihat pada Gambar 4.

3. Kesimpulan

Pada makalah ini telah dibahas kembali makalah [1] tentang penentuan bilangan
rainbow connection dari graf P, x Ky 5 dan P3xC,,. Diperoleh bahwa re(P, x Ka 2) =
n+1dan re(Py x Cp) = [5] + 2.
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Gambar 4. re(P3 x Cpg)
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