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Abstrak. Misalkan G adalah suatu graf terhubung tak trivial. Suatu pewarnaan
c: BE(G) —{1,2,--- ,k}, k € N pada graf G adalah suatu pewarnaan sisi di G sedemikian
sehingga setiap sisi bertetangga boleh berwarna sama. Misalkan u,v € V(G) dan P
adalah suatu lintasan dari u ke v. Suatu intasan P dikatakan rainbow path jika tidak
terdapat dua sisi di P berwarna sama. Graf G disebut rainbow connected dengan pewar-
naan c jika untuk setiap u,v € V(G) terdapat rainbow path dari u ke v. Jika terdapat
k warna di G maka c adalah rainbow k-coloring. Rainbow connection number dari graf
terhubung dinotasikan dengan rc(G), didefinisikan sebagai banyaknya warna minimal
yang diperlukan untuk membuat graf G bersifat rainbow connected.

Dalam makalah ini akan ditentukan rainbow connection number pada graf buku
segiempat B, yang merupakan hasil dari operasi amalgamasi sisi pada graf Cycle Cy,
graf Kipas Fj dengan n > 2 yang merupakan hasil dari operasi joint dari Path Py
dengan graf lengkap K1, dan Graf ¥, = shack(tribun,n) yang merupakan hasil dari
operasi shackle pada graf tribun.

Kata Kunci: Rainbow connection number, amalgamasi sisi, graf buku segiempat, graf
kipas, graf tribun

1. Pendahuluan

Rainbow connection pada graf pertama kali diperkenalkan pada tahun 2006 oleh
Chartrand dkk [2]. Misalkan G adalah graf terhubung tak trivial dan didefinisikan
pewarnaan sisi ¢ : E(G) — {1,2,--- ,k} dengan k € N, sedemikian sehingga dua
sisi yang bertetangga boleh memiliki warna yang sama. Suatu u — v path P di G
dikatakan rainbow path jika tidak ada dua sisi di P yang memiliki warna sama. Graf
G dikatakan rainbow connected jika setiap dua titik yang berbeda di G dihubungkan
oleh rainbow path. Minimum dari banyak warna sehingga suatu graf menjadi rainbow
connected disebut dengan rainbow connection number, dinotasikan rc(G).

Konsep rainbow connection dapat digunakan untuk pengamanan pengiriman in-
formasi rahasia antar pemerintah dan agen. Dalam hal ini, pemerintah dan agen
tidak diizinkan untuk saling mencek informasi karena berhubungan dengan kea-
manan nasional, sehingga informasi kepada agen satu dan lainnya harus menggu-
nakan sandi. Dengan demikian, akan terdapat satu atau lebih lintasan informasi
untuk setiap dua agen dan harus dipastikan tidak ada sandi yang berulang. Kata
sandi setiap lintasan harus berbeda, sehingga harus ditentukan banyaknya sandi
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yang dibutuhkan, agar terdapat satu lintasan yang aman antara dua agen. Situasi
inilah yang dimodelkan menjadi konsep rainbow connection number. Pada makalah
ini akan dibahas tentang rainbow connection number pada graf buku segiempat,
graf kipas, dan graf tribun.

Graf Buku Segiempat 98, merupakan hasil dari operasi amalgamasi sisi pada
Graf Cycle Cy [5] seperti pada Gambar 1. Graf Kipas F,, dengan n > 2 merupakan

Gambar 1. Graf Buku Segiempat B,

hasil dari operasi joint dari Graf Path P, dengan Graf Lengkap K sehingga dapat
dituliskan P, + K; [5] seperti pada Gambar 1. Graf ¥,, = shack(tribun,n) yang

Gambar 2. Graf Kipas Fj,

merupakan hasil dari operasi shackle pada Graf Tribun [5] seperti pada Gambar 3.
Pada Proposisi 1.1 diberikan hubungan antara diam(G),rc(G),src(G) dan
banyak sisi m pada suatu graf terhubung G.

Proposisi 1.1. [2] Misalkan G adalah graf terhubung tak trivial berukuran m. Jika
c: E(G) = {1,2,--- ,k}, k € N merupakan rainbow coloring, maka

diam(G) < rc(G) < sre(G) < m.

2. Penentuan Rainbow Connection Number pada Graf Buku
Segiempat, Graf Kipas, dan Graf Tribun

Pada Teorema 2.1 diberikan bilangan rainbow connection pada graf buku segiempat.

Teorema 2.1. [5] Untuk n > 1 rainbow connection number dari graf buku segiem-
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Gambar 3. graf T,, = shack(tribun,n)

pat B, adalah

2, untukn =1,
re(By) =< 3, untukn =2 dann =3,
4, untukn > 4.

Bukti. Graf buku segiempat 9,, adalah graf dengan himpunan titik dan himpunan
sisi sebagai berikut.

V<%"’L) = {zl?z2a‘ri7yi, 1 S ) S ’I’L},
E(B,) = {z122} U{z1z; U zoys;1 < i <npU{zy;;1 <i<n}.

Banyak titik pada graf 9B, yaitu |V (38,)| = 2(n) + 2 dan banyak sisi pada graf B,
yaitu |E (B, )| = 3(n) 4+ 1. Pandang beberapa kasus berikut.

Kasus 1. n = 1.
Definisikan ¢; : E(%8,) — {1,2} sebagai berikut.

er(e) = 1, jika e = z121 dan 22y,
! 12, jika e = 212 dan zy1.

Berdasarkan pewarnaan tersebut dapat dilihat bahwa re(98;) < 2. Selanjutnya,
dapat dilihat bahwa diam(2B1) = 2, sehingga berdasarkan Proposisi 1.1, berlaku
rc(B1) > 2. Maka diperoleh bahwa rc¢(B1) = 2.

Kasus 2. n = 2.

Definisikan co : E(B2) — {1,2,3} sebagai berikut.

1, jika e = z121 dan 291,
co(e) = ¢ 2, jika e = zyx9 dan zoys,
3, jika e = 2129 dan x;y;, untuk 1 <7 < n.
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Berdasarkan definisi pewarnaan tersebut, jelas bahwa rc(82) < 3. Selanjutnya da-
pat dilihat bahwa diam(B2) = 3, sehingga berdasarkan Proposisi 1.1, r¢(Bg) > 3.
Maka diperoleh bahwa rc(B2) = 3.

Kasus 3. n = 3.

Definisikan ¢3 : E(B3) — {1,2, 3} sebagai berikut.

1, jika e = z121,e = 2241, € = x3y3 dan 229,
cs(e) =4 2, jika e = 210, € = 29y2 dan xayo,
3, jika e = z1x3, e = 2oy3 dan x1y;.

Berdasarkan definisi pewarnaan tersebut, jelas bahwa rc(83) < 3. Selanjutnya,
dapat dilihat bahwa diam(83) = 3, sehingga berdasarkan Proposisi 1.1, r¢(B3) > 3.
Maka diperoleh bahwa rc¢(B3) = 3.

Kasus 4. n > 4.

Definisikan ¢4 : E(B,,) — {1,2,3,4} sebagai berikut.

1, jika e = zyx; untuk 1 < i < n,
2, jika e = zoy; untuk 1 <17 < mn,
3, jika e = z;y; untuk 1 <1 <n,
4, jika e = z129.

cyle) =

Berdasarkan definisi pewarnaan tersebut, jelas bahwa rc¢(%8B,) < 4. Selanjutnya,
karena diam(B,,) = 3, maka berdasarkan Proposisi 1.1, r¢(98,,) > 3.

Akan ditunjukkan bahwa rc(8,) # 3. Misalkan ¢ adalah suatu rainbow 3-
coloring dari 8, untuk n > 4, dapat dilihat pada Gambar 4. Dengan memberi

Gambar 4. rc(Br) = 3 dengan ¢ € {1,2,3},5 € {1,2,3},k € {1,2,3}

warna ¢ (z12,) = 1, maka tidak terdapat rainbow x, — x1 path di B,. Sementara
jika ¢/(z12,) = 2 maka tidak terdapat rainbow x,, — 2 path di B,. Jika ¢/ (z12,) = 3
maka tidak terdapat rainbow x, — x3 path di B,,. Selanjutnya jika diberikan warna
(z2yn) = 1 maka tidak terdapat rainbow y, — y1 path di 9B,. Sementara jika
d(z1yn) = 2 maka tidak terdapat rainbow y, — yo path di B,,. Jika ¢'(z1y,) = 3
maka tidak terdapat rainbow y, — ys path di B,,.

Berdasarkan pewarnaan tersebut, jelas bahwa rc(9,) # 3, sehingga haruslah
re(9B,) > 4. Maka diperoleh bahwa rc(8,) = 4 untuk n > 4. m|

Gambar 5 merupakan gambar pewarnaan rainbow pada graf B,,.
Pada Teorema 2.2 diberikan bilangan Rainbow Connection pada graf kipas.
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Gambar 5. Rainbow coloring pada graf B,

Teorema 2.2. [7] Untuk n > 2, rainbow connection number dari graf kipas F,
adalah

1, untuk n =2,
re(Fy) = ¢ 2, untuk 3 <n <6,
3, untukn > 7.

Bukti. Graf kipas F),, adalah graf dengan memiliki himpunan titik dan himpunan
sisi sebagai berikut.

V(F,) = {;, P;1 <i <n},
E(F,) ={zizi41;1<i<n-—1Px;1 <i<n}

Banyak titik pada graf F,, yaitu |V (F,)| = n+1 dan banyak sisi pada graf F,, yaitu
|E(F,)| = 2(n) — 1. Pandang beberapa kasus berikut.

Kasus 1. n = 2.
Definisikan ¢5 : E(F,) — {1} sebagai berikut.

cs(e) =1, e = 129, = Pxy,e = Pxs.

Berdasarkan pewarnaan tersebut, jelas bahwa rc(Fy) < 1. Selanjutnya karena
diam(Fy) = 1 maka berdasarkan Proposisi 1.1, berlaku bahwa rc(Fy) > 1. Da-
pat disimpulkan bahwa rc(Fy) = 1.

Kasus 2. 3 <n <6.

Definisikan ¢¢ : E(F},) — {1, 2} sebagai berikut.

1, e = Px;, untuk 1 <1¢ < 3,

e = x;T;41 untuk ¢ ganjil ;1 <7 < 3,
2, e = Px; untuk 4 <17 <6,

e = x;T;41 untuk ¢ genap 1 <17 < 3.

cele) =

Berdasarkan pewarnaan tersebut, jelas bahwa rc(F,) < 2 untuk 3 < n < 6. Se-
lanjutnya karena diam(F,) = 2 maka berdasarkan Proposisi 1.1, berlaku bahwa
re(Fy) > 2. Dapat disimpulkan bahwa re(F,) = 2 untuk 3 < n < 6.
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Kasus 3. n > 7.
Definisikan ¢y : E(F,) — {1,2,3} sebagai berikut.

1, e=x;z;41 untuk 1 <7 < n,
cr(e) =< 2, e = Px; untuk i ganjil ;1 <i <mn,
3, e = Px; untuk ¢ genap ,1 <1 < n.

Berdasarkan pewarnaan tersebut, jelas bahwa rc(F;,) < 3 untuk n > 7. Selanjutnya,
karena diam(F),) = 2 maka berdasarkan Proposisi 1.1 diperoleh re(F,,) > 2.

Akan ditunjukkan re(F,) # 2 sehingga rc(F,) > 3. Misalkan ¢’ adalah suatu
rainbow 2-coloring dari F,, untuk n > 7. Warnai graf F;,, untuk n > 7 dengan
pewarnaan graf F, untuk 3 < n < 6. Pewarnaan tersebut dapat dilihat pada
Gambar 6. Dengan memberi warna ¢’ (Pz,) = 1 maka tidak terdapat rainbow path

Gambar 6. rc(Fy) = 2 dengan 7 € {1,2}

pada lintasan yang menghubungkan z; ke x,, pada F,. Jika ¢/(Px,) = 2 maka tidak
terdapat rainbow path pada lintasan yang menghubungkan x; ke x4 pada Fj,. Ini
membuktikan bahwa rc(F,) # 2 sehingga haruslah rc(F,) > 3. Dengan demikian
dapat dibuktikan bahwa rc(F,) = 3. O

Gambar 7 merupakan gambar pewarnaan rainbow pada graf F,.

Gambar 7. F, dengan rc(Fp) =3

Pada Teorema 2.3 diberikan rainbow connection number untuk graf tribun.

Teorema 2.3. [5] Nilai rainbow connection number untuk grof %, =
shack(Tribun,n) adalah rc(%,) = 2n.

Bukti. Graf T,, = shack(tribun,n) adalah hasil graf shackle (belenggu) sebuah
graf tribun sebanyak n kali, dengan himpunan titik dan himpunan sisi sebagai
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berikut.

V(%) =A{xi, 2i,9531 < i <231 < j <n+1},

E(%,) = {zizi;i ganjil, 1 <i < 2n} U {y;x9;-1;1 < j <n}U{zyj41;i genap, 1 <i < 2n;1 < j < n}
Wy z2j-1;1 < j <n}U{zzit1;¢ ganjil, 1 <i <2n}U{y;z9;;1 < j <n}
U{xiz;;i genap, 1 <i < 2n} U {z;y;41;4 ganjil, 1 <i < 2n,1 < j <n}
U{z;x;—1;1 genap,1 < i < 2n}

Dapat dilihat bahwa |V(%,,)| = 5n + 1 dan |E(%,,)| = 9n.
Definisikan cg : E(F),) — {1,2,--- ,2n} sebagai berikut.

1—1, e=ux;z; untuk ¢ genap,1 <17 < 2n,
25 — 1, e = yjwoj_1 untuk y;z9;_1, untuk 1 < j < n,
7, e = x;z; untuk ¢ ganjil,1 <7 < 2n,
e = z;x;—1 untuk i genap, 1 < i < 2n,
e = zyj+1 untuk ¢ genap,1 <7 <2n;1 < j < n,
27, e =y;T2; untuk 1 < j < n,
i+ 1, e=z;z;+1 untuk ¢ ganjil, 1 <i < 2n,

e = zyj+1 untuk ¢ ganjil, 1 <7 <2n;1 < j < n.

Berdasarkan definisi pewarnaan pada graf ¥,,, diperoleh bahwa rc(%,) < 2n. Se-
lanjutnya, karena diam(%,) = 2n, maka berdasarkan Proposisi 1.1, r¢(%,) > 2n.
Sehingga dapat dibuktikan bahwa r¢(%,,) = 2n. O

Gambar 8 merupakan pewarnaan rainbow pada graf ¥,, = shack(tribun,n).

Gambar 8. Graf T,, dengan rc(%T,) = 2n
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3. Kesimpulan

Pada makalah ini telah dikaji kembali makalah [5] tentang penentuan rainbow con-
nection number pada graf buku segiempat B,,, graf kipas F;, dan graf Tribun ¥,
sebagai berikut.

(1) Rainbow connection number untuk graf buku segiempat 9,, adalah

2, untuk n =1,
re(B,) = < 3, untuk n =2 dan n = 3,
4, untuk n > 4.

(2) Rainbow connection number untuk graf kipas F), adalah

1, untuk n =2,
re(Fy) = ¢ 2, untuk 3 <n <6,
3, untuk n > 7.

(3) Rainbow connection number untuk graf tribun ¥,, adalah

re(%,) = 2n.
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