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Abstrak. Pada makalah ini dibahas pembuktian matematis dari rumus bentuk tutup
beda mundur berdasarkan deret Taylor untuk menghampiri turunan pertama dari fungsi
f(z) di x = 9. Pembuktian rumus bentuk tutup tersebut menggunakan sifat-sifat de-
terminan matriks Vandermonde dan beberapa manipulasi aljabar.
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1. Pendahuluan

Banyak sekali fenomena di alam ini yang dapat dimodelkan oleh persamaan diferen-
sial. Untuk masalah-masalah yang lebih realistis, persamaan diferensial yang di-
hasilkan terkadang sulit untuk dicari penyelesaian eksaknya, sehingga pendekatan
numerik diperlukan untuk menyelesaikan persamaan diferensial tersebut, yaitu de-
ngan mencari hampiran turunan fungsinya terlebih dahulu.

Salah satu metode numerik yang paling sering dan mudah digunakan dalam
menghitung hampiran turunan suatu fungsi adalah metode beda hingga. Pada
metode ini domain suatu fungsi dipartisi atas sejumlah titik dan rumus aproksi-
masi untuk turunan diperoleh dari ekspansi deret Taylor di satu atau lebih titik
partisi [6]. Berdasarkan lokasi titik-titik partisi yang digunakan, metode beda
hingga dibagi atas tiga jenis, yaitu beda maju (forward difference), beda mundur
(backward difference), dan beda pusat (central difference). Rumus umum beda
hingga untuk turunan ke-m dengan ketelitian orde ke-n dapat dibangkitkan de-
ngan suatu algoritma rekursif.

Dalam tataran praktis, algoritma rekursif membutuhkan memori komputasi
yang semakin besar ketika tingkatan turunan fungsi yang ingin dihampiri dan
orde ketelitiannya semakin tinggi. Untuk mengatasi hal tersebut, diperlukan ben-
tuk tutup dari rumus beda hingga agar koefisien-koefisiennya dapat ditentukan
secara langsung tanpa melewati proses perhitungan secara rekursif. Adapun yang
dimaksud dengan bentuk tutup di sini adalah suatu ekspresi matematika yang tidak
melibatkan perhitungan secara rekursif [8]. Sebagai contoh, penjumlahan
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dapat dihitung secara rekursif, artinya untuk menghitung f,, perlu diketahui dulu
frn—1 dan seterusnya. Namun, dengan menggunakan bentuk tutup, penjumlahan di
atas dapat dinyatakan dalam bentuk

nn+1)

fo= "2
yang menjadi lebih sederhana perhitungannya, karena langsung dapat dihitung un-
tuk setiap n (tanpa harus tahu dulu nilai f,,_1). Dalam makalah ini akan diba-
has pembuktian rumus bentuk tutup beda mundur berdasarkan deret Taylor yang

dikembangkan oleh Khan dan Ohba dalam referensi [4]. Pembuktian tersebut di-
batasi untuk turunan pertama dari fungsi satu variabel.

2. Landasan Teori

2.1. Deret Taylor

Teorema 2.1. [2] (Teorema Taylor) Misalkan n € N, I = [a,b], dan f: ] — R
sedemikian sehingga f ,f -+, f™ kontinu di I dan fY ada pada (a,b). Jika
o € I, maka untuk setiap x di I terdapat suatu titik ¢ di antara x dan xo sedemikian
sehingga

f(@) = f(xzo) + f'(w0)(z — z0) + 2 (x — m0)® +
(n) (4
+fn7(!0)(x—xo)”+Rn(x), (2.1)
dimana
(n+1) (¢
R, (z) = M(x —x0)" . (2.2)

Jika fungsi f memiliki turunan sampai tak-hingga kali di titik zy dalam R,
persamaan (2.1) dapat ditulis

©  £(n)(p
flx)= Z fT('O)(a: —x0)". (2.3)
n=0 '

Persamaan (2.3) dikenal sebagai deret Taylor untuk f(z) di z ~ z¢. Jika ditulis
x = zo + h dan kemudian ganti kembali z( dengan z, persamaan (2.1) menjadi

AR
n

20+ Ry (a), (2.4)

Flaeth) = 1)+ Fh+ T h

dimana

_ f(n+1) (C) hn+1.

Ry (z) = 1) (2.5)

2.2. Determinan Matriks
Teorema 2.2. [I] Misalkan A adalah sebarang matriks n x n.

(i) Jika A’ adalah matriks yang dihasilkan bila baris tunggal atau kolom tunggal
matriks A dikalikan oleh konstanta k, maka det(A") = kdet(A).
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(i1) Jika A’ adalah matriks yang dihasilkan bila kelipatan satu baris matriks A di-
tambahkan pada baris lain atau kelipatan satu kolom matriks A ditambahkan
pada kolom lain, maka det(A’) = det(A).

2.3. Determinan Matriks Vandermonde
Definisi 2.3. [7] Matriks V' berukuran M x N yang berbentuk

1A AP oAVt
1 g A3 - A

Varcw = |1 A8 A3 - A (2.6)

LA A3, - A
dimana A\; # Aj untuk setiap i # j disebut matriks Vandermonde.

Teorema 2.4. [7] Determinan matriks Vandermonde yang berukuran N x N
diberikan oleh

LA A2 AN
LA A2 At

2 N—-1
Visn] =1 As A5 A8 =TT (=) (2.7)
oL : 1<i<N
SR : 1sish
1A, A2 - )\%—1 j]<i

Berdasarkan Teorema (2.4) diperoleh akibat berikut.

Akibat 2.5. [7] Nilai determinan dari matriks Vandermonde N x N yang secara
khusus berbentuk

111 1
12 22... 2N-1
13 32 ... 3V-1 (2.8)
1N N2... NN-1
diberikan oleh
N
ay =[] (-5 =]]@ - (2.9)
1<i<N i=1
1<j<N
j<i

Selanjutnya pandang determinan dari matriks (N — 1) x (N — 1) yang diperoleh
dengan menghapus baris ke-k dan kolom terakhir dari matriks (2.8), yakni diberikan
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oleh
1 1 1 1
1 2 22 gN-2
By-1k=|lk—1(k—=1)%-- (k—1)N72|. (2.10)

1 N N2 ... NN2
Karena ekspresi di atas juga merupakan matriks Vandermonde, maka determinan-
nya diberikan oleh ay tetapi untuk i # k dan j # k. Dengan demikian berlaku

BN-1k = H (i—17)

1<i<N,i#k
1<j<N,j#k
7<i
1 N
— — )\
= DN ) H(N i), (2.11)

3. Pembahasan
3.1. Rumus Bentuk Tutup Beda Mundur

Dalam [5], Khan dkk telah mengembangkan rumus bentuk tutup beda hingga ber-
dasarkan deret Taylor. Untuk hampiran turunan pertama suatu fungsi f(x) di titik
T = xg, bentuk tutupnya diberikan oleh

fo= %ngfk, (3.1)
k

dimana T adalah lebar selang partisi dari domain sedangkan koefisien gy dan it-
erator k didefinisikan berdasarkan orde ketelitian dan jenis beda hingga. Untuk

aproksimasi beda mundur, iterator k£ diuraikan atas k = —N,—-N +1,---,—1,0,
dimana N adalah orde ketelitian, dan koefisien g didefinisikan oleh
N
> 3 k=0,
gr=1q=1"
—1kEN!
W k:—N,_N+1, ,—1.

3.2. Pembuktian Rumus Bentuk Tutup Beda Mundur

Pandang kembali deret Taylor (2.3) untuk f(z) di z ~ x¢ yang diberikan oleh
(x — x0)?

2 f//(xo)
(.’L‘ B x0)3 f///(
—ar xo) + - (3.2)

Jika z dipartisi sebanyak N selang dengan lebar Az = T dimana T € RT maka
diperoleh titik-titik partisi

zp=z0— kT, k=1,2,--- N.

f(x) = f(x0) + (x — 20) f'(x0) +

+
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Dengan demikian deret Taylor (3.2) pada saat © = zj adalah

(—kT)?
2!

(—kT)*

a AR (3.3)

15 +

Jr — fo = (—KT) 51) +

dimana fo = f(zo), fx = f(xx) dan fém) = f™)(zg) dengan m menyatakan tu-
runan ke-m.

Persamaan (3.3) yang dipotong sampai suku ke-N dapat ditulis dalam bentuk
matriks sebagai

f~ Ad,
dimana
T
1 2 3 N
d= [ 52 4 g

f=[fi—fofo—fo- fnv—fo
T (T)2)2 o (=T)V/N!
9T (21)2/2! --- (=2T)N /N1

]T

b

A:

_NT (NT.)2/2! - (—NT.)N/N!

Dengan menggunakan aturan Cramer, nilai dari f(gl) diberikan oleh

m . IBl

dimana B diperoleh dengan mengganti kolom pertama matriks A dengan vektor
kolom f, yaitu

fi—fo T?/20 - (=T)N/N!
B_ fa—fo (2T)2/2!--- (=2T7)N/N!

f — fo (NTP /21 (-NT)¥ /N

Berdasarkan sifat determinan pada Teorema (2.2)[i], persamaan (3.4) dapat ditulis
menjadi
o _ (M)(ET)? - (=T)Y |Blr=1 _ 1|Blr=1

~
~

0 (=T)(T2)--- (-T)N |Alp=1 T |[Alr—1’

(3.5)

Selanjutnya dengan mengeluarkan faktor kelipatan dari setiap baris dan kolom
pada |A|p=1, diperoleh

Al = (.)( ) e | (3.6)
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Perhatikan bahwa determinan matriks yang muncul pada persamaan (3.6) meru-
pakan determinan matriks Vandermonde. Berdasarkan Akibat 2.5, maka berlaku

11--- 1
|A| —MlQ 2N_1
TN [

1N ... NN-1
aN

T @E) ()

dimana ay diberikan oleh persamaan (2.9). Dengan demikian persamaan (3.4) men-
jadi

W _1p
fo T| |7=1, (3.7

yang dapat disederhanakan menjadi

oL zN: S
o T 9k fr — ngfo . (3.8)
k=1 k=1

dimana g untuk k£ = 1,2,--- | N adalah kofaktor dari [B]r=; yang berkorespon-
densi dengan elemen ke-k dari kolom pertama, yaitu diberikan oleh

1/2! 1/3! 1/N!
22 /2! 23/31 ... 2N/NI
g = (=¥ (k—1)%2/2! (k—1)3/3!--- (k—1)N/N!|.
(E+1)2/2' (k+1)3/3!--- (k+1)N/N!

NZ2/20 N33l ... NN/N

Dengan mendefinisikan
N
g=—_ (3.9)
k=1
maka persamaan (3.8) dapat ditulis
M lv
1 ~
fo = T};}gkfk- (3.10)
Dengan mengeluarkan faktor kelipatan dari setiap baris dan kolom pada gy,
diperoleh
1 ... 1
2N—2
22)(32)...(N?) | ' ' : _
ge = ()RR (1 (k= 1) -+ (k= 1)V 2] (3.11)
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Perhatikan bahwa determinan matriks yang muncul pada persamaan (3.11)
sama dengan determinan matriks pada persamaan (2.10) dengan nilainya diberikan
oleh persamaan (2.11). Jadi

— (1) (22)(3%)---(N?) (N = DIV —2)!--- (3)!(2)!(1)!
Ik = k2)(2H(3)--- (N1) (k- DI(N — k)!
—1)*N!

_ k((N_W (3.12)

dengan k=1,2,--- | N.
Selanjutnya dari persamaan (3.9) diperoleh

k+1N[
1
ng k BN — B)R (3.13)

Pandang terlebih dahulu fungsi

o) = - (L= =1),

yang dapat diuraikan dengan menggunakan ekspansi binomial dari (1—z)" sehingga
diperoleh

k=1
N
Sy G
KN — k)!
k=1

Perhatikan bahwa

N
N
/Oy(x)dm_/o Zml‘k dzr

k=1
N k+1 |
> ; kﬂ\; (3.14)
Dari persamaan (3.13) dan (3.14) dapat ditulis
1
go = /y(:r)dz (3.15)
0

Fungsi y(z) juga dapat diuraikan dengan manipulasi aljabar sebagai berikut:

y(x) = — (;((1 ) - DA -2V T+ (1 -)N T+ 1))
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yang dapat digunakan pada persamaan (3.15) untuk mendapatkan

90 =0/1y(%‘)d96=0/1

Dengan demikian, dari persamaan (3.12) dan (3.16) diperoleh

M=

(1-2)"'d —il (3.16)
x J}—k:1k. .

k=1

N
> i k=0,
gk = i=1"
—1)"N!
aem k=12 N,

yang membuktikan rumus koefisien beda mundur (??) setelah mengganti k de-
ngan —k.

4. Kesimpulan dan Saran

Pada makalah ini telah dijelaskan mengenai pembuktian rumus bentuk tutup beda
mundur berdasarkan deret Taylor untuk menghampiri turunan pertama dari fungsi
f(x) di * = zp. Rumus bentuk tutup beda mundur tersebut diberikan oleh

| X
/Ni
Jo = T ;ng-fk,

dimana f; = f(x), N menyatakan orde ketelitian, dan

N
Z% k=0,

G =qd=1"
—1)FN!
W k=1,2,---,N.

Pembuktian bentuk tutup tersebut menggunakan sifat-sifat determinan matriks
Vandermonde dan beberapa manipulasi aljabar.

Untuk penelitian selanjutnya, penulis menyarankan untuk membuat pemrogra-
man numerik dalam menyelesaikan persamaan diferensial dengan menggunakan
metode beda mundur yang koefisien-koefisiennya diberikan oleh rumus bentuk tutup
(3.2).
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