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Abstrak. Generalisasi invers merupakan perluasan dari konsep invers matriks. Untuk
setiap matriks A berukuran m xn dari elemen real atau kompleks, terdapat matriks tung-
gal X sehingga memenuhi empat persamaan yang dikenal dengan persamaan Penrose.
Generalisasi invers yang memenuhi keempat persamaan Penrose disebut invers Moore-
Penrose, sedangkan yang hanya memenuhi beberapa persamaan Penrose tetap disebut
sebagai generalisasi invers. Tugas akhir ini membahas tentang generalisasi {1}-invers dan
{1, 2}-invers. Untuk menentukan {1}-invers dan {1, 2}-invers dari suatu matriks, maka
matriks tersebut harus diubah kedalam bentuk normal Hermite terlebih dahulu.

Kata Kunci: Matriks, generalisasi invers, persamaan Penrose, matriks normal Hermite.

1. Pendahuluan

Matriks adalah kumpulan bilangan, simbol, atau ekspresi, berbentuk persegi pan-
jang yang disusun menurut baris dan kolom. Bilangan-bilangan yang terdapat di
suatu matriks disebut dengan entri atau anggota matriks. Matriks sama halnya de-
ngan variabel biasa, dapat dikalikan, dijumlah, dikurangkan, dan didekomposisikan.
Dengan representasi matriks, perhitungan dapat dilakukan dengan lebih terstruk-
tur.

Pada tahun 1920 E.H Moore mendeskripsikan salah satu jenis invers matriks
yang dikenal dengan nama generalisasi invers. Generalisasi invers merupakan per-
luasan dari konsep invers matriks, dimana invers matriks tidak lagi hanya un-
tuk matriks yang nonsingular. Kemudian pada tahun 1955 Roger Penrose berhasil
mendeskripsikan empat persamaan yang harus dipenuhi untuk menentukan gene-
ralisasi invers [2]. Persamaan tersebut dikenal sebagai persamaan Penrose, dan ge-
neralisasi invers yang memenuhi keempat persamaan Penrose dikenal dengan nama
Invers Moore-Penrose. Sedangkan generalisasi invers yang hanya memenuhi beber-
apa persamaan Penrose tetap dinamakan sebagai generalisasi invers.

Persamaan invers Moore-Penrose adalah sebagai berikut.

AXA = A, (1.1)
XAX =X, (1.2)
(AX)* = AX, (1.3)
(XA)* = XA. (1.4)
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Untuk memudahkan penyebutan, maka generalisasi invers dibagi ke dalam kelas-
kelas tertentu. Pembagian kelas-kelas ini didasarkan kepada banyaknya persamaan
Penrose yang dapat dipenuhi berdasarkan persamaan (1.1) — persamaan (1.4), yaitu
{1}-invers, {1,2}-invers, {1, 2, 3}-invers, {1, 2, 4}-invers dan {1, 2, 3,4}-invers.

2. Persamaan Penrose

Pada tahun 1955, Penrose [2] menunjukkan bahwa untuk setiap matriks hingga A
(persegi atau persegi panjang) dari elemen real atau kompleks, terdapat matriks
tunggal X sehingga memenuhi empat persamaan yang dikenal sebagai Persamaan
Penrose. Persamaan inilah yang menjadi dasar adanya gene-ralisasi invers suatu
matriks. Empat persamaan Penrose tersebut adalah:

AXA=A (2.1)

XAX =X (2.2)
(AX)* = AX (2.3)
(XA = XA (2.4)

dimana A € Cp,xpn, X € Cpxm, dan A* adalah transpos konjugat dari A. Matriks
X yang memenuhi persamaan (2.1), (2.2), (2.3), dan (2.4) disimbolkan dengan
X = At

Generalisasi invers yang memenuhi keempat persamaan Penrose disebut Invers
Moore-Penrose, sedangkan yang hanya memenuhi beberapa persamaan Penrose
tetap disebut sebagai generalisasi invers.

Teorema 2.1. [2] Jika A € C,,, matriks nonsingular, maka AT = A1,
Definisi 2.2. [2] Misalkan A € C,xp dan X € Cpxm

(1) Matriks X disebut {1}-invers dari matriks A jika memenuhi persamaan (2.1)
dan selanjutnya dinotasikan dengan X € A{1} atau AW,

(2) Matriks X disebut {1,2}-invers dari matriks A jika memenuhi persamaan (2.1)
dan (2.2) yang selanjutnya dinotasikan dengan X € A{1,2} atau AM?),

(3) Matriks X disebut {1,2,3}-invers dari matriks A jika memenuhi persamaan
(2.1), (2.2) dan (2.3) yang selanjutnya dinotasikan dengan X € A{1,2,3} atau
A1,2,3)

(4) Matriks X disebut {1,2,4}-invers dari matriks A jika memenuhi persamaan
(2.1),(2.2) dan (2.4) yang selanjutnya dinotasikan dengan X € A{1,2,4} atau
AL,2,4)

(5) Matriks X disebut {1,2,3,4}-invers dari matriks A jika memenuhi per-
samaan (2.1),(2.2), (2.3) dan (2.4) yang selanjutnya dinotasikan dengan X €
A{1,2,3,4} atau A1234),

Teorema 2.3. [2] Jika A € Cpxn dan A{1,2,3,4} tidak kosong, maka invers
Moore-Penrose untuk A adalah tunggal.
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Contoh 2.4. Bentuk normal Hermite dari matriks

123
A= (456
789
adalah
10-1
FAP= |01 2 |. (2.5)
00 0

3. Eksistensi dan Konstruksi dari {1}-invers

Teorema 3.1. [2] Misalkan

L K ] (3.1)

R= [
O(m—r)xr O(m—r)x(n—r)
merupakan matriks partisi yang berukuran m x n dengan rk(R) = r dimana K €
Crx(n-r), maka {1}-invers dari R € Cyxn adalah

I 0 _
S = r rx(m r):| 3.9
|:0(n—r)><r L ( )

yang berukuran n x m dengan L € C,_ )y (m—r)-

Bukti. Diambil sebarang S € C,,«, dimana S yang diberikan oleh (3.2) dengan
L € C—p)x (m—r), dan matriks R € C,,,x,, yang diberikan oleh (3.1) dengan K €
(Crx(nfr)-

Akan dibuktikan bahwa matriks S merupakan {1}-invers dari R, dengan kata
lain memenuhi persamaan (2.1).

Perhatikan bahwa

I, K I 0 _ I, K
RSR = |: T ] [ T rx(m r):| |: T
O(mfr)xr O(mfr)x(nfr) O(nfr)xr L O(mfr)xr O(mfr)x(nfr)

Lo )
O(m—r)xr O(Tn,—r)x(n—r)
=R O

Teorema 3.2. [2] Misalkan A € Cpyxpn dengan rk(A) = r, E € Cypxm dan P €
Cpxn merupakan matriks nonsingular sedemikian sehingga

EAP — [ I K ]

O(m—r)xr O(Tn,—r)x(n—r)

dimana K € C,y(—yy, maka {1}-invers dari A dapat dibentuk dari matriks partisi
berikut ini

1, 0 _
A(l) -p |: r rx(m T):| E
O(n—r)xr L

dengan L € Cp_p)x (m—r)
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Bukti. Misalkan P € C,,x,, dan FE € C,,«.,m» keduanya merupakan matriks nonsin-
gular, maka terdapat P~!' € C,x, sedemikian sehingga P~'P = PP~! = I,, dan
E~' € Cpuxm sedemikian sehingga E~'E = EE~! = I,,,. Perhatikan bahwa

EAP = L K
O(mfr)xr O(mfr)x(nf'r)
E'EAPP =p| T K p!
_O(m—r)xr O(m—r)x(n—r)_
(E'B)APP Yy =gt | T K p!
_O(mfr)xr O(mfr)x(nfr)_
A=F""! L K - p!
_O(m—r)xr 0(m—7")><(n—r)_

Akan ditunjukkan A(") merupakan {1}-invers dari A, dengan kata lain memenuhi
(2.1). Perhatikan bahwa

AAD 4 — B! I, K p-ip| I Oxmen]| g
L0(m—r)xr O(m—r)x (n—r). On—ryxr L

L X }

L0¢m—r)xr O(m—r)x(n—r)]
_ g1 [ I K ] p-1
[0(m—r)xr O(m—r)x(n—r)]

P—l

Contoh 3.3. Diberikan matriks

0207 0 4+2¢ 1
A=({000-3 -6 —-3-3i
0211 4-4 1

yang berukuran 3 x 6. Akan ditentukan {1}-invers dari A. Untuk mendapatkan {1}-
invers dari A, pertama matriks A disederhanakan ke dalam bentuk normal Hermite.
Diperoleh bentuk normal Hermite dari A, yakni

1 1
1 0 | 0 3 1—22‘—51'
EAP=| 0 1 | 0 0 2 141
0o 0 | 0 O 0 0
dimana
1
_ii 00
1
E=FE,FE3FEFE = 0 —=0
3
. 1
7 1
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dan
[(00[1000]
10/0000
~|00]0100
P= 01]0000 (3:3)
00]0010
000001
Dengan mengambil
«
L= 6 €C4><17
Y
)
maka {1}-invers dari A adalah
1. O
1 — r
A PL)JE
[(00[1000] (1) (1) I 8 )
tofoooo| |~ —iiOO
_|00]0100 1
“l01]0000 8 8 I g 0 _150
00]0010 0 0 | ~ i §1
_OO|0001__0 0 | 4§
ST
o —o
L 00
221
B 388
= 1
0 —§O
. 1
vy %’Y'Y
i6 =6 0
[0 3% °)

Perlu dicatat bahwa, secara umum, skalar i, i3, 4,70 bukan imajiner murni,
karena «, 3,7, 6 adalah kompleks.

Lema 3.4. Misalkan A € C,,x, dengan rk(A) = r,\ € C, dan \' didefinisikan
sebagai

(T 0£0)
”—{ 0 (A=0)

maka

(a) (A)* € A {1}
(b) Jika A nonsingular, maka AN = A~" tunggal
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(c) NFAM € (\A) {1}

(d) rk(AD) > rk(A)

(e) Jika S dan T adalah nonsingular, maka T~* AV S~ € SAT {1}

(f) Jika AAM) dan AV A adalah idempoten dan matriks nonsingular, maka AA™M
dan AN A mempunyai rank yang sama seperti A.

4. Eksistensi dan Konstruksi dari {1, 2}-invers

Lema 4.1. |2 JikaY,Z € A{1} dan X =Y AZ, maka X € A{1,2}.

Bukti. Misalkan Y,Z € A{1} dan X = Y AZ, akan dibuktikan X € A{1,2}.
Matriks Y, Z € A{1l}, berarti memenuhi AYA = A dan AZA = A. Diketahui
X =Y AZ, maka akan ditunjukkan bahwa X memenuhi persamaan (2.1) dan (2.2),
yaitu

(1) AXA=A(YAZ)A= (AYA)ZA=AZA= A
(2) XAX = (YAZ)A(YAZ) =Y(AZA)YAZ =YAYAZ =Y (AYA)Z =Y AZ =
X O

Teorema 4.2. [2] Misalkan matriks A € Cpyxp dengan rk(A) =r dan X € A{1}.
Maka X € A{1,2} jika dan hanya jika rk(X) = rk(A).

Teorema 4.3. [2] Misalkan matriks A € Cpxpn dengan rk(A) = r, dan X €
A{1,2} dengan rk(X) = rk(A), maka

x=p| I Orxm=n) | g (4.1)
O(nf'r)xr O(nfr)x(mfr)

dimana E € Cpyxm dan P € C,,x, merupakan matriks nonsingular.

Bukti. Misalkan A € C,,x,, dengan rk(A) =r, dan X € A{1,2} dengan rk(X) =
rk(A). Akan ditunjukkan bahwa

X — P|: I, Orx(mfr) :|E
O(nf'r‘)xr O(nfr)x(mf'r‘)

Oleh karena A € C,;,x,, dan rk(A) = r, maka A dapat ditulis sebagai

A:E‘l{ fr K }P—l.
0(m—7')><7' O(m—r)x(n—r)

Selanjutnya rk(A) = rk(X) = r, maka untuk X € A {1} berlaku

X — P|: I, Orx(mfr) :|E
O(nfr)xr O(mfr)x(nfr)
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Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa X pada persamaan (4.1) memenuhi per-
samaan (2.1) dan (2.2). Perhatikan bahwa

axA—pg| I Ko Apap| I O
_O(mfr)xr O(mfr)x(nfr)_ O(nf'r)xr O(mfr)x(nfr)

I, K
_O(m—r)xr O(m—r)x(n—r)_
L[ I K

=FE Pt
_O(mfr)xr O(mfr) X (n—r) ]

P—l

xax—p| Ir Orxm—r) | pg—1 I K p!

_O(nfr)xr O(mfr)x(nfr)_ O(mfr)xr O(mfr)x(nfr)
P I, OTX(m—r) E
_O(YL—T)XT 0(m—7")><(n—r)_
- p [ I, Orx(mfr) ] E
_O(nfr)xr O(mfr)x(nfr)_

Contoh 4.4. Diberikan matriks
0207 0 4+2i 1
A=1000-3 -6 —-3-3¢
021 1 4—4; 1

Akan ditentukan {1,2}- invers dari A.
Dengan memilih L = O, maka diperoleh {1,2}- invers dari A

1.0
X—P{OL]E
_ -1 T
00[1000 0 10
01 | 0 1.
100000l | = " |-5i 00
000100 1
~{01]0000 8 8 : 8 0 _150
000010l | ;o o i
1
-OO|OOO-_0 o | o]
[0 00
Yoo
Q’L
|0 010
0 —=0
3
0 00
L 0 0 0]
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