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Abstrak. Pada makalah ini akan ditentukan solusi asimtotik dari persamaan difusi
dengan waktu singkat pada kasus satu dimensi. Untuk mengatasi syarat awal yang tak-
kontinu loncat di z = 0, digunakan metode pencocokan asimtotik (asymptotic matching)
yang dianalisis pada tiga daerah yang berbeda, yaitu daerah I (z < 0), daerah II (z > 0),
dan daerah III (Jz|] < 1). Hasil yang diperoleh dapat menjelaskan bagaimana perilaku
solusi sesaat setelah kondisi awal mulai berdifusi.
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1. Pendahuluan

Persamaan diferensial adalah persamaan yang memuat turunan suatu fungsi yang
tak diketahui. Persamaan diferensial yang memuat turunan parsial disebut per-
samaan diferensial parsial (PDP). Salah satu fenomena yang dapat dimodelkan
secara matematis dengan persamaan diferensial parsial terdapat pada bidang kimia
fisik. Model matematika yang sering ditemui dalam bidang kimia fisik adalah per-
samaan difusi yang menjelaskan perubahan konsentrasi dari suatu zat kimia. Per-
samaan difusi adalah persamaan diferensial parsial yang merepresentasikan berpin-
dahnya suatu zat dalam pelarut dari bagian berkonsentrasi tinggi ke bagian yang
berkonsentrasi rendah.

Persamaan difusi diperkenalkan pada tahun 1855 oleh Adolf Fick, seorang
fisikawan Jerman [1]. Secara umum, persamaan difusi dapat diselesaikan dengan
transformasi Laplace atau Fourier. Namun, hasilnya muncul dalam bentuk integral
konvolusi yang tidak dapat memberikan profil solusi secara jelas. Untuk mengatasi
hal tersebut, metode perturbasi dapat digunakan untuk melihat perubahan profil
solusi yang terjadi terhadap suatu parameter yang bernilai kecil (disebut parameter
perturbasi). Solusi yang dihasilkan dari metode ini dikenal sebagai solusi asimtotik.

Pada makalah ini akan ditentukan solusi asimtotik dari persamaan difusi dengan
parameter perturbasi berupa waktu singkat (¢ < 1) dan syarat awal tak-kontinu
loncat sehingga dapat diketahui prilaku solusi sesaat setelah kondisi awal mulai
berdifusi. Solusi yang dihasilkan pada kasus ini juga dikenal sebagai solusi waktu
singkat (small time solution). Pada kasus ini, penyelesaian persamaan tersebut tidak
dapat lagi dilakukan dengan menggunakan metode pertubasi biasa karena adanya
syarat awal yang tak-kontinu loncat. Untuk mengatasi hal ini, digunakan metode
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pencocokan asimtotik (asymptotic matching). Kajian pada makalah ini mengeksplo-
rasi kembali pembahasan pada referensi [4].

2. Penurunan Persamaan Difusi

Pada bagian ini akan dibahas penurunan persamaan difusi yang merujuk dari refe-
rensi [5]. Pandang suatu pipa panjang yang berisi air yang tidak mengalir yang
terkontaminasi oleh suatu polutan pada bagian kecil pipa yang disebabkan oleh
kebocoran pada pipa (lihat Gambar 1.

ON [® ) B

Gambar 1. Profil konsentrasi polutan c(z,t) pada suatu pipa air

Misalkan c¢(z,t) adalah konsentrasi (massa per satuan panjang) dari polutan
pada posisi & dan waktu ¢ dan ¢(x,t) menyatakan fungsi fluks, yaitu laju (massa
per satuan waktu) dimana polutan melewati posisi  dan waktu ¢. Berdasarkan
Hukum Konservasi [5], maka berlaku

gc(az,t) + ﬁ(b(az,t) = f(z,1), (2.1)

ot oz

dengan f(z,t) menyatakan fungsi sumber, yaitu laju (massa per satuan panjang)
dimana polutan masuk ke atau keluar dari pipa pada posisi z dan waktu t. Karena
air dalam pipa tidak mengalir, maka polutan dapat mengalir melalui air adalah
dengan cara difusi. Secara umum, polutan akan mengalir dari daerah dengan kon-
sentrasi tinggi ke daerah dengan konsentrasi rendah agar dapat menyebar secara
merata.

Sebagai contoh, misalkan konsentrasi ¢(z,t) di sepanjang pipa pada waktu ¢
memiliki profil yang ditunjukkan pada Gambar 2. Jika z menyatakan posisi polutan

dengan kemiringan, 8—c(x, t) positif, maka polutan mengalir ke kiri menuju daerah
x

0
dengan konsentrasi rendah. Sebaliknya, jika kemiringan, —c(z,t) negatif, maka

polutan mengalir ke kanan. Fenomena ini menjadi dasar dari Hukum Difusi Pertama
Fick [5], yaitu

oz, t) = —D2

pe c(x,t), (2.2)
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X

Gambar 2. Arus polutan dari daerah yang memiliki konsentrasi lebih ke tinggi konsentrasi yang
lebih rendah

dengan D adalah konstanta positif, dan tanda negatif (-) menunjukkan bahwa arah

aliran berlawanan dengan tanda dari kemiringan —c(z, t).

Jika diasumsikan kebocoran pada pipa telah diperbaiki sehingga tidak ada polu-
tan tambahan yang masuk ke dalam pipa dan tidak terjadi penyaringan atau reaksi
kimia yang menghilangkan polugoan, maka f(z,t) = 0. Selanjutnya dari persamaan

(2.2) diperoleh ¢, (z,t) = fD%c(x, t). Dengan demikian Hukum Konservasi (2.1)
x
menjadi persamaan difusi
2

(z,t) — D@

e c(x,t) = 0. (2.3)

3. Analisis Asimtotik pada Persamaan Difusi

Pada bagian ini akan dibahas tentang solusi asimtotik dari persamaan difusi untuk
kasus waktu singkat (¢ < 1) dengan syarat awal tak-kontinu loncat. Masalah nilai
awal untuk persamaan difusi ini diberikan oleh:

82

%c(:c,t) = D@c(x,t), untuk — oo < x < oo dan t >0, (3.1)

dengan c¢(z,t) adalah distribusi panas atau konsentrasi bahan kimia pada posisi =
dan waktu ¢, dan D adalah koefisien difusi, dengan syarat awal

o(z,0) = {fO(l‘), z <0,

0, x> 0.
dengan fy adalah fungsi yang turunan pertama dan turunan keduanya kontinu,
fo — 0 bilamana 2 — —o0, fo(0) # 0 dan

(3.2)

0
[ Jo(@)de = fron. (3.3)

Persamaan (3.1) dapat diselesaikan dengan menggunakan transformasi Laplace atau
Fourier. Namun, hasilnya muncul dalam bentuk integral konvolusi yang tidak da-
pat memberikan profil solusi secara jelas. Agar dapat dipelajari prilaku solusi sesaat
setelah kondisi awal mulai berdifusi, maka akan ditinjau solusi asimtotik dari per-
samaan (3.1) untuk kasus waktu singkat (¢ < 1). Akan ditinjau tiga daerah yang
berbeda, yaitu:
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(1) Daerah I: z < 0.
Pada daerah ini terjadi pemulusan konsentrasi awal secara bertahap.

(2) Daerah II: |z] < 1.
Ciri utama pada daerah ini adalah pemulusan seketika dari ketak-kontinuan
loncat konsentrasi awal.

(3) Daerah III: x > 0.
Terdapat fluks dari x < 0 ke daerah ini, sehingga diperkirakan terjadi peruba-
han langsung dari ¢(z,t) = 0 menjadi ¢(x,t) # 0.

3.1. Analisis di Daerah I dan II1
Bentuk ekspansi untuk ¢ < 1 sebagai berikut:

c(z,t) = folz) +tfi(x) + 2 f2(x) + O(F?). (3.4)
Perhatikan bahwa
0
éc(x, t) = fi(x) + 2tfa(z) 4+ 3% fa(z) + -, (3.5)
62
el t) = J§ )+ ) + ) 4 (30
Substitusi persamaan (3.5) dan persamaan (3.6) ke persamaan (3.1), maka diperoleh
fi(z) = Dfg(z) + t(2fo(x) — DfY (x)) + O(t?) = 0. (3.7)
Dengan demikian pada saat O(1) diperoleh persamaan
fi(z) = Dfg(x) (3.8)
dan pada saat O(t) diperoleh persamaan
2fo(z) = Dfy(x). (3.9)
Dengan demikian,
1
c(x,t) = fo(@) + tDf (x) + 5t°D W)+ o@?). (3.10)

Perhatikan bahwa ¢(z, t) meningkat pada daerah dimana f{j > 0, dan sebaliknya.
Perhatikan juga bahwa bilamana z — 0~ maka c(z,t) ~ fp(0). Namun pada z > 0,
¢(x,t) diharapkan bernilai kecil dan solusi di daerah I dan IIT tidak akan cocok
(match) tanpa adanya lapisan batas yang berpusat di titik asal, yaitu di daerah
daerah II [2].

Sebelum menentukan lapisan batas tersebut, ditentukan terlebih dahulu solusi
di daerah III, dimana c¢(z,t) bernilai kecil. Dengan menggunakan ekspansi WKB
[2] sampai O(t) dalam bentuk

c(a, 1) = o~ S +B(x) Int+C () (3.11)

maka diperoleh

0 A(z) B(z _A® | B In "
50 = (75(2) + §)> e~ "¢ TB@)nt+C(z) (3.12)
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A,B,Int

2 2
€T

t
+ (ByInt)? + Cy +C§)e* A 4+ B(x) Int4+C(x) (3.13)

Substitusi persamaan (3.12) dan (3.13) ke persamaan (3.1), maka diperoleh

1 1 Int
0= s5(—A+ DAZ) + 5 (=B + D(~Asy — 24,C)) + - DA, B,)

+ D(B,Int)*> —=Int(2B,C,) — ntD (B, + 2B,C,) + D(Cpp + Cy2).
(3.14)

Selanjutnya akan dianalisis persamaan di masing-masing orde.

(1) Pada saat O (%) diperoleh

2
x
Az) = — Dp?. 3.15
(¢) = 7 TPz + DB (3.15)
dengan 3 adalah suatu konstanta integrasi.

(2) Pada saat O (2-1) diperoleh

B(z) =b, (3.16)

dengan b adalah suatu konstanta.
(3) Pada saat O (1) diperoleh
1
C(z) =— (b + 2) In(x +28D) +d, (3.17)

dengan d adalah suatu konstanta.

Solusi WKB di daerah III sampai O(t) diperoleh dengan mensubsitusikan per-
samaan (3.15), (3.16), dan persamaan (3.17) ke dalam persamaan (3.11), yaitu

c(x,t) = exp (—1 (Z; + Bz + Dﬂ2> +bln t— <b+ ;) In(x 4+ 268D) + d) .
(3.18)

3.2. Analisis di Daerah IT

Pada lapisan batas (daerah II), lakukan skala ulang n = %, dengan t < 1, |n| =
O(1), @ > 0 akan ditentukan, dan c(z,t) = C(n,t).
Dengan menggunakan aturan rantai untuk turunan parsial, diperoleh

0 0 a 0 0
ac(l‘,t) = EO(UJ) =7 8770(777@ + &C(U’f)v (3.19)
02 0? 1 02
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Dengan mensubstitusikan persamaan (3.19) dan persamaan (3.20) ke persamaan
(3.1) diperoleh

0 0 1 02

«
&C(Uﬂf) - ?U%C(n7t) - Dt27871720(777t) (321)

Karena C(n,t) = O(1) pada lapisan batas (perhatikan bahwa C(n,t) harus
cocok dengan solusi di daerah I bilamana n — —oo, dengan C(n,t) = O(1)), maka
balance yang mungkin adalah antara suku kedua dan ketiga pada persamaan (3.21),
yaitu

th=t"% o a=1/2. (3.22)
Dengan demikian persamaan (3.21) menjadi

0 1 0 192
ac(%t) - 27776770(%15) = DE@TF

Karena C(n,t) = O(1), maka dapat digunakan ekspansi C(n,t) = Co(n) + O(t),
sehingga pada saat leading order diperoleh

1 d d?

—577%00(77) = Dd772

C(a,t). (3.23)

Co(n). (3.24)
Solusi dari persamaan (3.24) diberikan sebagai berikut:

n 2
Co(n) =F +G / e=s /1P s, (3.25)

3.3. Pencocokan Asimtotik

Jika solusi di daerah I dan IT1, yang masing-masing diberikan oleh persamaan (3.10)
dan (3.18), ditulis ulang dalam bentuk c¢(z,t) = C(n,t), dengan n = %, maka
diperoleh

C(n,t) = fo(nVt) + O(t), (3.26)
dan
2 2
C(n,t) = exp <_ZD - f—g - % +bln t— (b+ ;) In(nt? +28D) —l—d) .
(3.27)

Karena C(n,t) = Cy(n) + O(t), maka untuk ¢ < 1 diperoleh syarat pencocokan
pada daerah I dan III sebagai berikut:

Co(n) ~ fo(0) bilamana n — —oo, (3.28)
dan
Dp* _ pn _ n? 1 )

bilamana 7 — 0. (3.29)
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Dari persamaan (3.25) dan (3.28) diperoleh Cy(n) ~ F = f,(0) bilamana n —
—o00. Selanjutnya bilamana 7 — 0o, dengan menggunakan pengintegralan parsial
dan mengganti F' = f,(0), persamaan (3.25) dapat ditulis ulang menjadi

Co(n) = fo(0) + G (/ s /4D g — %e*ng/w +0 (77126772/413)) . (3.30)

— 00

Agar persamaan (3.30) konsisten dengan syarat pencocokan (3.27), maka haruslah
fo(0) + G/ e /4D s = 0. (3.31)

Diketahui bahwa, [~ et dt = V'3 [4]. Akibatnya [ ¢s’/4Dds = \/4x D. Dengan
fo(0)
vVAarD

demikian G = — . Oleh karena itu

2
c(x,t) = Co(n) ~ exp {_ZD +In(—-2DG) —In 17} . (3.32)
1
Agar konsisten dengan syarat pencocokan (3.27), maka mestilah 8 =0, b = 5 dan
d =1n(—2DG).

Contoh 3.1. Perhatikan masalah nilai awal untuk persamaan difusi berikut:

0 o
&C(.’I}, t) = @C(

dengan syarat awal

z,t), untuk —oo <z < oo dan ¢ >0, (3.33)

e’ x <0,

3.34
0, z>0. ( )

c(z,0) = {
Perhatikan bahwa f(x) = e* adalah fungsi yang turunan pertama dan turunan
keduanya kontinu, e” — 0 bilamana  — —oo, ¢” = 1 dan

0
/ e’dr = 1. (3.35)

Dalam contoh ini, koefisien difusi D = 1. Dengan demikian diperoleh G =
fO(O) 60

1
VirD  VAr  VaAn
(z < 0) diberikan oleh

Berdasarkan persamaan (3.10), solusi untuk daerah I

1
clx,t) = e +te” + 51?26’” +O(t%). (3.36)

Selanjutnya berdasarkan persamaan (3.18) dengan 8 = 0, b = 1/2, dan d =

]

In(—2DG) = In (72(1) (f m)) = —0,2258, diperoleh solusi untuk daerah III
(z > 0) sebagai berikut:

2

1
c(x,t) ~ exp (_it + 3 Int—Inz-0, 2258) . (3.37)
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Terakhir, berdasarkan persamaan (3.32) diperoleh solusi untuk daerah II (Jz| < 1)
sebagai berikut:

Coln) = exp (—f +In <_\ZE) I n) . (3.38)

Plot ketiga solusi tersebut saat t = 0,1 dan t = 0,5 masing-masing diperlihatkan
pada Gambar 3 dan 4. Dari gambar Gambar 3 dan 4 dapat dilihat bahwa konsentrasi
¢(z, t) mengalami proses difusi seiring waktu berjalan.

=01

2
=

WS 2N W R o oa N e &3
.

Gambar 3. Plot solusi pada daerah I,IT dan III saat ¢t = 0.1

t=0.5

o
=2

e a4 N W B o @ N ® ©

Gambar 4. Plot solusi pada daerah I,II dan III saat t = 0.5

4. Kesimpulan

Pada makalah ini digunakan metode pencocokan asimtotik untuk mencari solusi
asimtotik dari persamaan difusi dengan kasus waktu singkat (¢ < 1) yang diberikan
oleh

2

—c(x,t) = D@c(x,t)7 untuk — oo <z < oo dan t >0,
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dengan c¢(z,t) adalah distribusi panas atau konsentrasi bahan kimia pada posisi =
dan waktu ¢, dan D adalah koefisien difusi, dengan syarat awal

o(z,0) = {fO(l‘), z <0,

0, x> 0.

Solusi asimtotik yang diperoleh adalah sebagai berikut.

(1) Untuk daerah z < 0 diperoleh solusi asimtotik
1
e(a,t) = folx) + D5 (x) + 3 D*f" (x) + O@F).

(2) Untuk daerah = > 0, diperoleh solusi asimtotik

c(z,t) = exp <—11f (I; +Bm—|—Dﬁ2> +bln t — <b+ ;) In(z + 28D) +d> .

(3) Untuk daerah |z| < 1 (lapisan batas), diperoleh solusi asimtotik

2
c(x,t) = Co(n) ~ exp {_ZD +In(—2DG) —In 77} , n= %

5. Ucapan Terima kasih

Penulis mengucapkan terima kasih kepada Dr. Mahdhivan Syafwan, Dr. Susila
Bahri, Drs. Syafruddin, M.Si, Dr. Shelvi Ekariani dan Radhiatul Husna, M.Si
yang telah memberikan masukan dan saran sehingga makalah ini dapat diselesaikan
dengan baik.

Daftar Pustaka

[1] Atkins. P. W. 1999. Kimia Fisika. Jilid II. Edisi Keempat. Jakarta: Erlangga.

[2] Boyce, W. E dan Richard, C. D. 2009. Elementary Differential Equations and
Boundary Value Problems. Jhon Wiley and Son: New York.

[3] Taneja. H. C. 2008. Advanced Engineering Mathematics. 1. K International Pub-
lishing House Pvt. Ltd: New Delhi.

[4] King, A. C, J. Bilingham, and S. R. Otto. 2003. Differential Equations: Linear,
Ordinary, Partial. Cambridge University Press: Cambridge.

[5] Knobel, R. 2000. An Introduction to the Mathematical Theory of Waves. Amer-
ican Mathematical Society: New York.



