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Abstrak. Suatu Graf Jahangir Ji, m,) untuk n > 2, m > 2 adalah suatu graf dengan
(nm + 1) titik yaitu graf yang terdiri dari satu Cycle (Cpm ) dengan menambahkan satu
titik yang bertetangga ke m titik dari Cp, yang berjarak n satu sama lain di Cy,p,. Suatu
graf dikatakan rainbow connected, jika setiap lintasan yang menghubungkan dua titik u, v
di G memuat rainbow u-v path dan suatu graf dikatakan strong rainbow connected, yang
jika terdapat suatu lintasan dengan panjang d(u,v) yang menghubungkan dua titik u, v
memuat rainbow u-v geodesic. Pada makalah ini diperoleh rc(J2,m ) dan sre(J2,m) untuk
2<m<8.

Kata Kunci: Graf Jahangir, rainbow connection number, strong rainbow connection num-
ber

1. Pendahuluan

Graf G didefinisikan sebagai pasangan himpunan (V(G), E(G), %) dengan V(G)
himpunan titik tak kosong, F(G) adalah himpunan sisi yang menghubungkan titik-
titik pada G dan suatu fungsi keterkaitan (incidency function) ¢ yang mengaitkan
setiap sisi di G dengan pasangan titik di G. Banyaknya titik di G disebut orde
(order) dari G yang dinotasikan dengan |V(G)| = v, dan banyaknya sisi pada G
disebut ukuran size dari G dinotasikan dengan |E(G)| = e. [1].

Konsep dari rainbow connection diperkenalkan oleh Chartrand [2] pada tahun
2008. Misalkan G merupakan suatu graf terhubung tak trivial, didefinisikan suatu
pewarnaan ¢ : E(G) — {1,2,--- ,n};n € N, dimana sisi yang bertetangga boleh
berwarna sama. Suatu lintasan u — v path dikatakan sebagai rainbow path pada G
jika tidak terdapat dua sisi pada path yang berwarna sama. Suatu graf G dikatakan
rainbow-connected terhadap pewarnaan sisi, jika G memuat rainbow u-v path untuk
setiap dua titik v dan v pada G. Jika graf G bersifat rainbow connected maka
pewarnaan sisinya dinamakan rainbow coloring pada G.

Konsep tentang strong rainbow connection diperkenalkan oleh X. Hou dan Y.
Sun [4] pada tahun 2010. Misalkan ¢ adalah rainbow coloring dari graf terhubung
G. Untuk setiap lintasan yang menghubungkan dua titik u,v di G didefinisikan
sebagai suatu rainbow u-v geodesic jika memuat lintasan rainbow u-v path dengan
panjang d(u,v), dimana d(u,v) adalah jarak antara titik v dan v (panjang u-v

92



re(Jig,my) dan src(J2,m) 53

path terpendek). Suatu graf G dikatakan strong rainbow connected jika G memuat
suatu rainbow u-v geodesic untuk setiap lintasan dua titik u,v di G. Dalam hal ini,
pewarnaan ¢ dinamakan strong rainbow coloring dari graf terhubung G disimbolkan
dengan src(G), yang didefinisikan sebagai minimal dari banyaknya warna yang
dibutuhkan untuk membuat graf G bersifat strong rainbow connected.

2. Graf Jahangir (J2,,), dengan 2 < m < 8

Suatu Graf Jahangir J,, n,y untuk n > 2, m > 2 adalah suatu graf dengan (nm + 1)
titik yaitu graf yang terdiri dari satu Cycle (Cyy) dengan menambahkan satu titik
yang bertetangga ke m titik dari C,,, yang berjarak n satu sama lain di C,,,[3].
Pada Gambar 1 diberikan beberapa contoh graf Jahangir (J3,,) dengan 2 < m < 8.

V3 V4 Vs
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Gambar 1. [3] Graf Jahangir J(3 ,,) dengan 2 <m < 8

3. Bilangan Rainbow Connection dan Strong Rainbow Connection
Graf Jahangir (J2,,) dengan 2 < m < 8

Pada makalah ini diperoleh rainbow connection dan strong rainbow connection un-
tuk graf Jahangir Ji3 ,,) dengan 2 < m < 8, seperti yang disajikan dalam Teorema
3.1 berikut.

Teorema 3.1. { Untuk bilangan bulat 2 < m < 8 dan bilangan asli 1 < k < 2,
bilangan rainbow connection dan strong rainbow connection dari graf Jahangir Ja
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adalah
T+1, m=4k -2,
re(Jam) = sre(Jom) = § B +2, m =4k, (3.1)
’”2_1 + 2, m ganjil.
Bukti.

Kasus 1. Untuk m =4k —2dan 1 < k < 2.
Akan dibuktikan bahwa untuk m = 4k — 2 dan 1 < k < 2, berlaku re(Ja,m) =
src(Ja,m) = % + 1. Pandang beberapa kasus berikut.

(a) m=2.
Notasikan V' (J22) = {v1, v2, v3,v4,v5}, didefinisikan pewarnaan sisi sebagai
berikut;

c(e) _ ]-7 € = V102, U304,
2, selainnya.

Karena diam(J24) = 2, maka haruslah 2 < re(Ja4) < sre(Jo,q). Agar se-
tiap lintasan memuat rainbow u-v path, maka warna yang digunakan min-
imal sebanyak 2 warna. Misalkan diberikan pewarnaan dengan 2 warna
pada graf Jahangir J;4, maka untuk setiap dua titik v dan v di graf
Jo.4 terdapat rainbow u-v path yang juga merupakan rainbow u-v geodesic.
Jadi diperoleh rc¢(J22) = src(Je2) < 2. Sehingga didapatkan bahwa
re(Ja2) = sre(Jag) = 2.
(b) m =6.

Notasikan V' (J2,6) = {v1, v2, -+ ,v13}, didefinisikan pewarnaan sisi sebagai
berikut.

1, e = v1v2, V5V, VgV10, UsV13 dan v7v13,
ole) = 2, e = vav3, Va7, V10v11 dan vguyg,

3, e = v3vy, V7Us, V113, V11V12 dan v11v13,
4, e = v40s5, Vg9, U3¥13 dan viv1a.

Diketahui diam(Jz,6) = 4, sehingga 4 < rc(Ja6) < sre(Jze). Agar setiap
lintasan memuat rainbow u-v path haruslah warnanya minimal sebanyak
4—warna. Jika pada graf Jahangir J; ¢ diberikan 4—warna untuk tiap sisi-
sisinya, maka untuk setiap dua titik v dan v di graf Jahangir J; ¢ terdapat
rainbow u-v path yang juga merupakan rainbow u-v geodesic. Jadi graf Ja-
hangir J; ¢ mempunyai rainbow 4-coloring yang sekaligus merupakan strong
rainbow 4-coloring. Jadi diperoleh rc(Jo6) = sre(Jz6) < 4. Sehingga dida-
patkan bahwa rc(Ja6) = sre(Jae) = 4.

Tlustrasi rainbow connection dan strong rainbow connection untuk graf Jahangir
Jo.4 dan Jy ¢ dapat dilihat pada Gambar 2.

Kasus 2. Untuk m =4k dan 1 < k < 2.
Akan ditunjukkan bahwa rc(Ja ) = srce(Jom) = %5 +2 untuk m = 4k dan 1 < k <
2. Didefinisikan pewarnaan sisi pada J(3 ,,,) sebagai berikut:



(a)

re(Jig,my) dan src(J2,m) 55

Vi

Joy
Gambar 2. re(Jz,2) = sre(J2,2) = 2 dan re(Ja6) = sre(Jae) =4
m = 4.

Misalkan V' (J2,4) = {v1, v2, v3,v4, U5, Vg, U7, Us, Vg }, didefinisikan pewarnaan
sisi sebagai berikut;

1, e = v1va, v5vg,

ole) = 2, e = Vo3, VU7,
3, e = vy, U3V4, U708, dan v7vg,
4, e = v5vg, VU8, V39, dan vivg.

Diketahui diam(J24) = 4, sehingga haruslah 4 < rc(Jz4) < sre(Jaaq).
Agar setiap lintasan memuat rainbow u-v path haruslah warnanya minimal
sebanyak 4—warna. Jika pada graf Jahangir J5 4y diberikan 4—warna untuk
tiap sisi-sisinya, maka untuk setiap dua titik u dan v di graf Jahangir J( 4)
terdapat rainbow u-v path yang juga merupakan rainbow u-v geodesic. Jadi
graf Jahangir J(, 4y mempunyai rainbow 4-coloring dan strong rainbow 4-

coloring. Jadi diperoleh rc(Jo ) = sre(Jea) < 4. Sehingga, re(Jaq) =

sre(Jaq) = 4.

m = 8.

Misalkan V(J2s) = {v1,v2,- - ,v17}, didefinisikan pewarnaan sisi sebagai
berikut;

€ = V1V2, U7Vg, V12013, dan vyvi7y,
e = vUaU3, Ugly, V13V14, dan v1v17,
€ = V34, VgV10, V14V15, dan vrviy,
e
e
e

= V4Us, V10V11, V15V16, dan vi1vi7,

= V5V, V11012, V15017, V13017, dan vivis,

o
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o
&
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SRS N EISCR R

= vgUr, Vsv17, dan v3vir.

7

Diketahui diam(Jz,s) = 4, schingga haruslah 4 < re(Jag) < sre(Jas).
Agar setiap lintasan memuat rainbow u-v path haruslah warnanya mini-
mal sebanyak 4—warna. Jika pada graf Jahangir Jy g diberikan 4 atau 5
warna, terdapat dua titik v dan v yang tidak memuat rainbow wu-v path.
Jika diberikan 6 warna, diperoleh bahwa untuk setiap dua titik v dan v di
graf Jahangir Jo ¢ terdapat rainbow u-v path yang juga merupakan rain-
bow u-v geodesic. Jadi graf Jahangir Jy g mempunyai rainbow 6-coloring
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dan strong rainbow 6-coloring. Jadi diperoleh batas atas bilangan rainbow
connection yang bernilai sama dengan strong rainbow connection pada graf
Jahangir, yaitu re(Jas) = sre(Jas) = 6.

Tlustrasi rainbow connection dan strong rainbow connection untuk graf Jahangir
J(2,4)y dan Jo g dapat dilihat pada Gambar 3.

Gambar 3. rc(J2,4) = sre(J2,4) = 4 dan re(Ja8) = sre(Jag) < 6

Kasus 3. Untuk m ganjil.
Dibuktikan batas atas dari bilangan strong rainbow connection dari graf Jahangir
yaitu sred(g m) < mT_lJrZ Didefinisikan pewarnaan sisi pada J(2 ;) sebagai berikut.

(a) m=3
Misalkan V' (Ja,3) = {v1,v2,--- ,v7}, didefinisikan pewarnaan sisi sebagai
berikut;

1, e = viva, V45,
c(e) = 2, e = vav3, Vs,
3, selainnya.

Diketahui diam(J2,3) = 3, sehingga 3 < rc(Jz3). Agar setiap lintasan
memuat rainbow u-v path haruslah warnanya minimal sebanyak 3—warna.
Jika pada graf Jahangir Js 3 diberikan 3—warna untuk tiap sisi-sisinya,
maka untuk setiap dua titik u dan v di graf Jahangir J; 3 terdapat rainbow
u-v path yang juga merupakan rainbow u-v geodesic. Jadi graf Jahangir Js 3
mempunyai rainbow 3-coloring dan strong rainbow 3-coloring. Jadi diper-
oleh r¢(J2.3) = sre(Jz3) < 3. Sehingga, re(Ja3) = sre(Jaz) = 3.
(b) m =5.

Misalkan V(J25) = {v1,v2,--- ,v11}, didefinisikan pewarnaan sisi sebagai
berikut;

1, e = v1v2, U5V6, V9U10, dan vgvi1,

2, e = v2v3, vgv7, dan vigv11,

3, e = v3vy, v7vg, dan vov11,

4, e = v4v5, V89, VeU11, V411, dan v1vie.
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Diketahui diam(J25) = 4, sehingga 4 < re(Ja5) = sre(Jz25). Agar setiap
lintasan memuat rainbow u-v path haruslah warnanya minimal sebanyak
4—warna. Jika pada graf Jahangir .J; 3 diberikan 4—warna untuk tiap sisi-
sisinya, maka untuk setiap dua titik v dan v di graf Jahangir J; 3 terdapat
rainbow u-v path yang juga merupakan rainbow u-v geodesic. Jadi graf Ja-
hangir Js 3 mempunyai rainbow 4-coloring dan strong rainbow 4-coloring.
Jadi diperoleh r¢(J25) = sre(Jz5) < 4. Sehingga, re(Jas) = sre(Jas) = 4.
(¢c) m="T.

Misalkan V(J27) = {v1,v2,- - ,v15}, didefinisikan pewarnaan sisi sebagai
berikut;

= V12, VeV7, V11V12, dan v3v;s,

= VU3, V78, V1213, dan vivis,

= V4V5, V910, V13V15, V1V14, dan vi1v1s,

1, e
2, e
c(e) = { 3, e = v3vy, VgV, V13V14, U7V15, dan vsvis,
4, e
5, e

= V5Vg, Vg¥15, dan vigU11.

b

Diketahui diam(J2,7) = 4, sehingga 4 < re(Ja7) = sre(Jz7). Agar setiap
lintasan memuat rainbow u-v path haruslah warnanya minimal sebanyak
4—warna. Jika pada graf Jahangir J, 7 diberikan 4—warna, maka masih
terdapat dua buah titik v dan v yang tidak memuat rainbow u-v path. Jika
diberikan 5—warna, maka diperoleh bahwa setiap dua titik u dan v di graf
Jahangir Js 7 terdapat rainbow u-v path yang juga merupakan rainbow u-v
geodesic. Jadi graf Jahangir J; 7 mempunyai rainbow 5-coloring dan strong
rainbow 5-coloring. Jadi, re(Ja7) = sre(Jz,z) < 5. Sehingga, re(Ja7) =
sre(Ja,7r) = 5.

Tlustrasi rainbow connection dan strong rainbow connection untuk graf Jahangir
Ja,3, Ja,3 dan Jo 7 dapat dilihat pada Gambar 4.

Joy

Gambar 4. rc(J2,3) = sre(J2,3) = 3, re(Ja,5) = sre(Ja,5) = 4 dan re(Ja,7) = sre(Ja,7) =5
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4. Kesimpulan

Pada tulisan ini telah diperoleh bahwa bilangan rainbow connection dan strong
rainbow connection untuk graf Jahangir Js ,,, dengan 2 < m < 8 adalah

+1, m=4k -2,

+2, m =4k,
m—1 s
=+ 2, m ganjil.

w3 f3

re(Ja,m) = sre(Jam) =
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