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Abstrak. Tulisan ini membahas tentang sifat-sifat operator vec dan operator vech serta
hubungan operator vec dengan hasilkali Kronecker dan matriks vec-permutasi. Teori
yang diterapkan yaitu hubungan operator vec dan operator vech, hasilkali Kronecker
dan matriks vec-permutasi.
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1. Pendahuluan

Operator vec dan operator vech adalah suatu operator yang terkait dengan aturan
yang mengaitkan matriks n xn dengan matriks m x 1. Pada operator vec matriks n x
n dikaitkan dengan matriks n? x 1, sedangkan operator vech yang simetri dikaitkan
dengan matriks In(n+1) x 1

Tulisan ini membahas sifat-sifat operator vec dan operator vech pada matriks,
serta hubungan operator vec dengan hasilkali Kronecker dan matriks vec-permutasi.

2. Tinjauan Teori

2.1. Teort Matriks

Definisi 2.1. [1] Suatu matriks (matriz) adalah jajaran empat persegi panjang dari
bilangan-bilangan. Bilangan-bilangan dalam jajaran tersebut disebut entri dari ma-
triks.

Definisi 2.2. [1] Ordo atau ukuran suatu matriks adalah ukuran matriks yang
menyatakan banyak baris diikuti dengan banyak kolom.

Definisi 2.3. [1] Jika matriks A dan B adalah matriks-matriks dengan ukuran yang
sama, maka jumlah A+ B adalah matriks yang diperoleh dengan cara menjumlahkan
entri-entri pada B dengan entri-entri yang bersesuaian dengan A dan selisth A— B
adalah matriks yang diperoleh dengan mengurangkan entri-entri pada A dengan
entri-entri yang bersesuaian pada B.

Matriks dengan ukuran yang berbeda tidak dapat dijumlahkan ateu dikurangkan.

Definisi 2.4. [1] Jika A matriks berukuran m x r dan B matriks berukuran r x n
maka hasil kali AB adalah matriks m X n yang entri-entrinya ditentukan sebagai
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berikut: untuk mencari entri pada baris i dan kolom j dari AB, di-pisahkan baris i
dari matriks A dan kolom j dari matriks B. Entri-entri yang bersesuaian dari baris
dan kolom tersebut dikalikan, kemudian dijumlahkan hasil yang diperoleh.

Definisi 2.5. [1] Jika A adalah matriks berukuran m x n, maka transpos dari A,
dinyatakan dengan AT, diartikan sebagai matriks n x m yang didapatkan dengan
mempertukarkan baris-baris dan kolom-kolom dari A, sehingga kolom pertama dari
AT adalah baris pertama dari A, kolom kedua dari AT adalah baris kedua dari A,
dan seterusnya.

Teorema 2.6. [1] Misalkan matriks A dan B berukuran sedemikian rupa sehingga
operasi-operasi berikut dapat dilakukan dan misalkan k adalah skalar, maka:

(a) (A" = A.

(b) (A+ B)T = AT + BT dan (A— B)T = AT — BT.
(c) (kA)T = kAT dengan k adalah skalar sebarang.
(d) (AB)T = BT AT.

Definisi 2.7. [1] Misalkan A adalah matriks bujursangkar yang elemennya simetri
secara diagonal, maka matriks simetri dinyatakan sebagai matriks yang transposnya
sama dengan dirinya sendiri.

Definisi 2.8. [1] Suatu matriks berukuran nxn dikatakan matriks identitas, apabila
elemen diagonal utamanya bernilai 1 dan elemen yang lainnya bernilai 0. Matriks
identitas berukuran n x n disimbolkan dengan I,,.

Definisi 2.9. [1] Jika A adalah matriks bujursangkar, dan jika terdapat matriks
B yang ukurannya sama sedemikian rupa sehingga AB = BA = I, maka A disebut
dapat dibalik (invertible) dan B disebut sebagai invers (inverse) dari A. Jika matriks
B tidak dapat didefinisikan, maka A dinyatakan sebagai matriks singular.

2.2. Hasilkali Kronecker

Definisi 2.10. [9] Misalkan matriks A = [a;;] berukuran m x n dan matriks
B = [by] berukuran p x q, maka hasilkali Kronecker dari matriks A dan matriks B
dinyatakan sebagai

CL11B alzB alnB

a21B CLQQB agnB
AeB=| . |ecmm
amlB Am2 - amnB
= lai; BJ.

Teorema 2.11. [3] Misalkan A € C™*" B € CP*4, C € C"™*¢, X € C"*P,
Y € C™*%, serta © dan y merupakan vektor kolom sebarang maka :

(1) (A B)@(C=A® (B ().
(2) A (B4+C)=(A®B)+ (A C).
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(3)
(4)
(5)
(6)

A B)T = AT @ BT.
A®B)(X®Y)=AX ® BY.
A@B)"l=A"1e B!
coy’) = (y @x) =ay".

P

3. Operator Vec dan Operator Vech

Definisi 3.1. [3] Misalkan X = [z129---2,] € C™*", dimana z; € C™”, j =

1,2,-+- ,n, maka vec(X) dinyatakan sebagai
T
T2
vec(X) =
x7l

Teorema 3.2. [9],(8] Misalkan A € C™*" dan B € C"*?, maka
(I, ® A)vec(B) = (BT ® I,,)vec(A) = vec(AB) .

Definisi 3.3. [2] Misalkan sebarang matriks simetri X = [x;;] € C"*™. Vektor
vech(X) € Cz""+t1) dinyatakan sebagai

Z11

V2x12

\/imln
22

vech(X) = | V2z03

\/55’3271

Tnn

Definisi 3.4. [6] Untuk sebarang matriks simetri X = [z;;] € C"*", dinyatakan
H = [hys] € C2PHDX0” gohagai

r * * * * * * T
L1171 T11lyp -0 L11Ly, L11Lyp 00 L11Lon 0 T11dy,
* * * * * *
L12271 T12l1p -0 0 L12Xyy, L1227p 00 L12day ~ 0 T12dy,
T1nTT) T1nTlg *** TinTl, TinZlz **° L1nla, 0 TinTpp
H = | 2277 Toa%1p «-- T22%7, T2l -+ Toalyy, - T2l | |
* * * * * *
L2nT11 L2nlig " L2nLyp L2nlig "0 L2nLap "0 T2ndypg,
* * * * * *
LLnnT11 Tnnliz = Tnnliy Tnnliz * ° Tnnday " Tandpy |
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dimana hys = x;525,; dengan x;; entri-entri pada vech(X) dan xj; entri-entri pada
vec(X), yang memenuhi

1, jikai=j=k=1
1

BT = jikai=k+#j=1ataui=1#j=k,
0,  selainnya.

Definisi 3.5. [9] Misalkan e;, adalah sebuah vektor kolom n-tuple yang bernilai 1
pada posisi ke-i dan 0 selainnya, maka
ein =[0,0,-++,0,1,0,---,0]"
Berdasarkan Definisi 3.5, matriks identitas dapat dituliskan sebagai
I, = [eln €on * enn] .
Definisi 3.6. [9] Suatu matriks vec-permutasi Py, dinyatakan sebagai berikut
I, ®e€l,

Im®eTn
Pmn: . ?

e Rmnxmn

I, ®eL

nn

3.1. Sifat-Sifat Operator Vec dan Operator Vech

Teorema 3.7. [4] Misalkan H € Can(n+)xn® dengan G merupakan transpos dari
H dan P,, merupakan matriks vec-permutasi, maka

(1) HG = I%n(n—i—l)‘

(2) H=(GTG)~'GT.

(8) PG =G.

(4) HP,, = H.

Teorema 3.8. [4] Misalkan matriks simetri X = [z;;] € C"*" dan
H € Canin+1)xn? dengan G merupakan transpos dari H, maka

(1) vech(X) = Hvec(X).
(2) vec(X) = Gvech(X).
(3) vech(X) = HGvech(X).

3.2. Operator Vec dengan Hasilkali Kronecker dan Matriks
Vec-permutasi
Teorema 3.9. [3] Misalkan A € C**™ dengan A nonsingular, maka

vec(A™!) = (A™HT @ A7) vec(A).

Bukti. Misalkan A € C"*" dengan A nonsingular, akan ditunjukkan
vec(A ) = (A™HT @ A7 Y)vec(A).
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Perhatikan bahwa:
vec(A™!) = vec((A7tA)A™Y)

= (A HT @ 1,)vec(A™1A) (Teorema 3.2)
= (A"HT @ I,)(I, ® A )vec(A) (Teorema 3.2)
=((A™H'L,) ® (I,A " )vec(A) (T'eorema 2.11)
= ((A7H)T ® A7 )vec(A),
Jadi, vec(A™!) = (A~ 1)T @ A~1)vec(A). O

Teorema 3.10. [4] Misalkan matriks simetri X = [z;;] € C"*", maka untuk
X = X7 berlaku

vec(XT) = P, vec(X) = vec(X).

4. Kesimpulan

Dari pembahasan yang telah dilakukan, diperoleh kesimpulan sebagai berikut:
Misalkan X = [z;;] € C"*™ adalah matriks simetri dan H € Can(n+t)xn®  diper-
oleh:

(1) Misalkan G merupakan transpos dari H dan P, didefinisikan sebagai

I, ® e?n

In & egn

P _ c RnAXnn
nn — .

In ® ez;n
maka,
(a) HG = I%n(n-‘rl)
(b) H = (GT G)~! GT.

(¢) PunG =G.
(d) HP,, = H .
(2) Misalkan operator vec dan operator vech didefinisikan sebagai berikut
} } N
11 .
V212 :
. Tnl
: T12
\/ixln
vech(X) = T22 dan vec(X) = . 2 ,
NoT
. Tin
Tnn
B N | Tnn |

maka sifat-sifat dari operator vec dan operator vech adalah
(a) vech(X) = Hvec(X).
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(b) vec(X) = Gvech(X).
(¢) vech(X) = HGvech(X).

(3) Misalkan A € C™**™ dengan A nonsingular, maka hubungan operator vec dengan
hasilkali kronecker adalah

vec(A ) = (AT ® A 1)vec(A) .

(4) Misalkan X € C™*™, maka hubungan operator vec dengan matriks vec-
permutasi adalah

vec(XT) = P,,vec(X) = vec(X) .
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