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Abstrak. Misalkan G adalah graf terhubung tak trivial dengan pewarnaan ¢ : E(G) —
{1,2,--- ,k}, k € N, untuk sisi dari G, dimana sisi yang bertetangga boleh diberi warna
yang sama. Misal terdapat titik © dan v di G, sebuah lintasan P di G adalah rainbow path
jika tidak ada dua sisi dari titik © dan v di P memiliki warna yang sama. Graf G adalah
rainbow connected dengan pewarnaan c jika G memiliki rainbow path untuk setiap dua
titik u,v € V(G). Rainbow connection number dari graf terhubung dinotasikan dengan
rc(G), didefinisikan sebagai banyaknya warna minimum yang diperlukan untuk membuat
graf G bersifat rainbow connected.

Untuk dua titik v dan v dari G, sebuah rainbow geodesic (u,v) di G adalah rainbow
path (u,v) dengan panjang d(u, v) dimana d(u,v) adalah jarak diantara v dan v (panjang
path (u,v) terpendek di G). Graf G adalah strongly rainbow connected jika G memiliki
sebuah rainbow geodesic (u,v) untuk setiap dua titik v dan v di G. Minimum k yang
terdapat pada pewarnaan ¢ : E(G) — {1,2,---,k} dari sisi G sedemikian sehingga
G strongly rainbow connected dinamakan strong rainbow connection number, src(Q).
Pada tulisan ini akan dibahas rainbow connection number dan strong rainbow connection
number pada graf tangga segitiga yang diperumum 7T'ry4.

Kata Kunci: Rainbow connection number, Strong rainbow connection number, graf
tangga segitiga yang diperumum

1. Pendahuluan

Teori graf merupakan salah satu cabang ilmu dari matematika yang sudah ada sejak
lebih dari dua ratus tahun yang lalu. Paper pertama tentang teori graf muncul pada
tahun 1736, oleh matematikawan terkenal dari Swiss bernama Leonhard Euler [1].
Saat ini teori graf semakin berkembang pesat karena aplikasinya yang sangat luas
dalam kehidupan sehari-hari maupun dalam berbagai bidang ilmu. Salah satu topik
dalam teori graf adalah rainbow connection pada graf.

Konsep rainbow connection number pada graf pertama kali diperkenalkan oleh
Chartrand, dkk pada tahun 2006 [2]. Misalkan G adalah graf terhubung tak triv-
ial dan didefinisikan pewarnaan sisi ¢ : E(G) — {1,2,---,k}, dengan k € N,
sedemikian sehingga dua sisi yang bertetangga boleh memiliki warna yang sama.
Suatu (u,v)-path P di G dikatakan rainbow path jika tidak ada dua sisi dalam lin-
tasan tersebut memiliki warna yang sama. Graf G dikatakan rainbow connected jika
setiap dua titik yang berbeda di G dihubungkan oleh rainbow path.
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Konsep rainbow connection number dapat digunakan untuk pengamanan pengi-
riman informasi rahasia antar pemerintah dan agen [6]. Dalam hal ini, pemerintah
dan agen tidak diizinkan untuk saling mencek informasi karena berhubungan dengan
keamanan nasional, sehingga informasi kepada agen satu dan lainnya harus meng-
gunakan sandi. Dengan demikian, akan terdapat satu atau lebih lintasan informasi
untuk setiap dua agen dan harus dipastikan tidak ada sandi yang berulang. Kata
sandi setiap lintasan harus berbeda, sehingga harus ditentukan jumlah sandi yang
dibutuhkan, agar terdapat satu lintasan yang aman antara dua agen. Situasi inilah
yang dimodelkan dalam rainbow connection number.

Penelitian terkait rainbow connection berkembang cukup pesat, dapat dilihat
pada [3], [5], [6], [7], [8], [9], dan [10]. Untuk itu akan dibahas rainbow connec-
tion number dan strong rainbow connection number pada graf tangga segitiga yang
diperumum.

2. Definisi dan Terminologi dalam Teori Graf
2.1. Graf Tangga Segitiga yang Diperumum

Definisi dan terminologi yang digunakan dalam tulisan ini diambil dari [1] dan [2].
Graf tangga segitiga yang diperumum dapat diperoleh dari beberapa graf dengan
cara sebagai berikut. Dua segitiga dikatakan terhubung jika beririsan pada satu
sisi. Misalkan T adalah kumpulan segitiga-segitiga terhubung, maka 7T adalah graf
planar terhubung dengan siklus terpendek 3 dan masing-masing segitiga beririsan
pada paling sedikit satu sisi dengan lainnya. Kumpulan segitiga terhubung disebut
triomino. Jadi, T" disebut n - triomino jika T adalah susunan dari n segitiga yang
terhubung. Graf tangga segitiga dengan panjang n adalah n - triomino yang disusun
secara mendatar, dengan menempatkan n segitiga dengan cara seperti pada Gambar
1 [3], yang dinotasikan dengan n-graf tangga segitiga.

1 - Graf Tangga Segitiga 2 - Graf Tangga Segitiga 3 - Graf Tangga Segitiga
— — > — Vv
(2n- 1) - Graf Tangga Segitiga (2 n) - Graf Tangga Segitiga

Gambar 1. Graf Tangga Segitiga, n > 1.

Graf piramida dengan n baris, ditulis Pr, adalah graf yang dibentuk dengan
menempatkan graf tangga segitiga dengan cara sebagai berikut. Pertama-tama ter-
dapat (2n — 1)-graf tangga segitiga, kemudian diletakkan (2n — 3)-graf tangga segi-
tiga diatasnya, seterusnya hingga di bagian puncak terdapat 1-graf tangga segitiga
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seperti pada Gambar 2 [4]. Dapat dilihat bahwa terdapat n baris pada graf terse-
but. Titik paling atas dari graf piramida dinamakan sebagai titik puncak dan titik
paling bawah dari graf piramida dinamakan sebagai titik-titik bawah.

1 - Graf Tangga Segitiga

3 - Graf Tangga Segitiga

(2n- 3) - Graf Tangga Segitiga

(2n- 1) - Graf Tangga Segitiga

Gambar 2. Graf Piramida dengan n baris.

Berdasarkan Gambar 2, dengan menambahkan satu titik dibawah graf pi-
ramida, dinamakan titik dasar (titik utama) dan sebanyak n sisi tertentu yang
menghubungkan titik dasar dengan titik-titik bawah pada graf piramida, maka
diperoleh graf tangga segitiga yang diperumum yang dinotasikan sebagai T'r,,, un-
tuk n > 2, dengan n merupakan banyaknya sisi yang terkait dengan titik utama
dan banyaknya tingkat pada graf tangga segitiga yang diperumum tersebut.

Dengan demikian diperoleh bentuk umum dari graf tangga segitiga yang dipe-
rumum adalah sebagai berikut :

V(Try) ={v}U{vi|1 <i<n,1<j<n—i+1},dan

Pada Gambar 3 diberikan contoh untuk graf tangga segitiga yang diperumum
(Try).

2.2. Rainbow Connection Number dan Strong Rainbow Connection
Number

Lintasan geodesic antara titik v dan v dari graf G adalah lintasan v — v dengan
panjang minimum. Panjang lintasan adalah jumlah sisi yang terdapat di dalam
lintasan. Jarak antara w dan v adalah panjang lintasan terpendek dari v dan v
yang dinotasikan dengan d(u,v). Diameter adalah jarak maksimum dari sebarang
dua titik di G, dinotasikan dengan diam/(G).

Misal terdapat titik w dan v di G, sebuah lintasan P di G adalah rainbow
path jika tidak ada dua sisi dari titik w dan v di P memiliki warna yang sama.



rc(Tra) dan srce(Tra) 139

Gambar 3. Graf Tangga Segitiga yang Diperumum T'ry, n > 2.

Graf G adalah rainbow connected dengan pewarnaan c jika G memiliki rainbow
path untuk setiap dua titik uw,v € V(G). Pewarnaan ¢ dikatakan sebuah rainbow
coloring dari G. Jika k warna digunakan maka ¢ adalah rainbow k-coloring. Rainbow
connection number dari graf terhubung dinotasikan dengan rc¢(G), didefinisikan
sebagai banyaknya warna minimum yang diperlukan untuk membuat graf G bersifat
rainbow connected.

Untuk dua titik v dan v dari G, sebuah rainbow geodesic-(u,v) di G adalah
rainbow path-(u,v) dengan panjang d(u,v) dimana d(u,v) adalah jarak diantara
u dan v (panjang path-(u,v) terpendek di G). Graf G adalah strongly rainbow
connected jika G memiliki sebuah rainbow geodesic-(u,v) untuk setiap dua titik
u,v € V(G). Dalam kasus ini, pewarnaan ¢ dikatakan sebuah strong rainbow coloring
dari G. Minimum k yang terdapat pada pewarnaan ¢ : E(G) — {1,2,--- , k} dari sisi
G sedemikian sehingga G adalah strongly rainbow-connected adalah strong rainbow
connection number, src(G) dari G.

Chartrand dkk. (2006) telah memberikan teorema dasar rainbow connection
number suatu graf, seperti dituliskan pada Teorema 2.1 dan Teorema 2.2 berikut.

Teorema 2.1. [2] Jika G adalah graf tak trivial terhubung berukuran m yang mem-
punyai diameter diam(G), maka

diam(G) < rc(G) < sre(G) < m.

Bukti. Akan dibuktikan bahwa diam(G) < rc¢(G). Perhatikan bahwa diam(G) =
max{d(u,v) | u,v € V(G)}. Karena rc(G) berlaku pada lintasan sebarang yang
menghubungkan u ke v dimana u,v € V(G), maka berdasarkan definisi diameter
G, diam(G) < rc¢(G). Misalkan P, adalah lintasan geodesic yang menghubungkan
sebarang dua titik u ke v di G dengan d(u,v) = s dan P adalah lintasan sebarang
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yang menghubungkan u ke v dengan panjang lintasan adalah t. Karena jarak adalah
banyak sisi pada lintasan geodesic, maka s < t. Perhatikan bahwa rc¢(G) berlaku
pada lintasan sebarang dari u ke v dimana u,v € V(G). Akibatnya rc¢(G) < sre(G)
untuk setiap graf terhubung G. Selanjutnya akan dibuktikan bahwa src(G) < m.
Karena m adalah banyak sisi pada G, jelas bahwa src(G) < m. O

Teorema 2.2. [2] Misalkan G adalah graf terhubung tak trivial yang berukuran m,
maka:

(a) rc(G) =1 jika dan hanya jika G adalah graf lengkap,
(b) rc(G) =2 jika dan hanya jika src(G) = 2,
(c) re(G) = m jika dan hanya jika G adalah graf pohon.

Bukti.

(a) Jika G adalah graf lengkap, maka pewarnaan yang memberikan warna 1 untuk
setiap sisi di G adalah strong rainbow 1-coloring dari G dan juga rc(G) =
src(G) = 1. Di sisi lain, jika G adalah bukan graf lengkap, maka G mengandung
paling sedikit dua titik yang tidak bertetangga, namakan u dan v, sedemikian
sehingga setiap lintasan geodesic-(u,v) di G mempunyai panjang minimal 2,
jadi sre(G) > 2.

(b) Misalkan r¢(G) = 2 maka haruslah sre(G)geq2. Karena re(G) = 2, berarti G
memiliki rainbow 2-coloring, yang mengakibatkan setiap dua titik yang tidak
bertetangga terhubung oleh suatu rainbow path dengan panjang 2. Karena lin-
tasan tersebut adalah lintasan geodesic, maka tidak mungkin sre(G) > 2. Maka
haruslah src(G) = 2. Di sisi lain, asumsikan sre(G) = 2. Berdasarkan (a) harus-
lah r¢(G) < 2. Karena G bukan graf lengkap, maka haruslah rc¢(G) = 2.

(¢) Andaikan G bukan graf pohon. Maka G memiliki suatu cycle C
vy, Vg, , Vg, v1 dimana k > 3. Berikan (m — 1)-coloring terhadap sisi-sisi di
G, yaitu dengan memberikan warna 1 untuk sisi vyvy dan vyvs, serta (m — 2)
buah warna berbeda dari himpunan warna {2,3,--- ,m — 1} untuk m — 2 sisi
tersisa di G. Pewarnaan ini adalah rainbow coloring. Jadi, r¢(G) < m — 1. Se-
lanjutnya, misalkan G adalah graf pohon dengan ukuran m. Asumsikan bahwa
re(G) < m—1. Misalkan ¢ adalah suatu minimum rainbow coloring di G. Maka
terdapat sisi e dan f sehingga c(e) = ¢(f). Asumsikan, tanpa mengurangi pe-
rumuman, bahwa e = uv dan f = xy dan G memiliki suatu (u,v)-path, yaitu
u,v,- - ,x,y. Maka tidak terdapat rainbow path-(u,v) di G. Ini kontradiksi
dengan G adalah rainbow connected. Jadi, haruslah G adalah graf pohon dengan
ukuran m. O

3. Rainbow Connection Number dan Strong Rainbow Connection
Number pada Graf Tangga Segitiga yang Diperumum

Diameter dari graf tangga segitiga yang diperumum untuk n = 4 diperoleh dengan
menghitung jarak dari titik dasar ke titik puncak. Panjang lintasan terpendek dari
titik dasar ke titik puncak adalah 4. Sehingga diperoleh bahwa diameter dari graf



rc(Tra) dan srce(Tra) 141

tangga segitiga yang diperumum untuk n = 4 adalah
diam(T'ry) = 4.

Teorema 3.1. < Rainbow connection number untuk graf tangga segitiga yang dipe-
rumum untuk n = 4, Try adalah

re(Try) = 4.

Bukti. Berdasarkan Teorema 2.1 dan diam(T'ry) = 4, maka 4 < rc(T'ry).
Akan ditunjukkan bahwa rc(Try) < 4. Didefinisikan pewarnaan ¢ : E(Tr,) —
{1,2,3,4} sebagai berikut.

4
c(vijviiny) = [1,4] — U c(vavisy)untuk 1 <i <4 -1, 1 <5 <4 -4,
i=1

dimana notasi [1,4] menyatakan bilangan bulat dari 1 sampai 4.

Gambar 4. Graf Try

Pada pewarnaan tersebut, dapat dilihat bahwa untuk setiap dua titik u dan v
di T'r4, terdapat lintasan rainbow di antara keduanya. Sehingga diperoleh bahwa
re(Try) = 4. |

Teorema 3.2. < Strong rainbow connection number untuk graf tangga segitiga yang
diperumum untuk n = 4, Try adalah
sre(Try) = re(Try) = 4.

Bukti. Berdasarkan Teorema 2.1, jelas bahwa src(Try) > re(Try), sehingga diper-
oleh bahwa src(Try) > 4. Selanjutnya, dengan pewarnaan yang sama seperti pada
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pembuktian Teorema 3.1, dapat dilihat bahwa pewarnaan tersebut adalah strong
rainbow coloring, karena untuk setiap dua titik w,v di T'ry, lintasan rainbow di
antara kedua titik tersebut adalah lintasan geodesic. Jadi, src(Try) < 4. O

4. Kesimpulan

Pada makalah ini telah diperoleh rainbow connection number dan strong rainbow
connection number untuk graf tangga segitiga yang diperumum untuk n = 4, yang
dinotasikan dengan T'ry, dimana diperoleh bahwa

re(Try) = sre(Try) = 4.
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