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Abstrak. Tulisan ini membahas tentang sistem persamaan linier khusus, yaitu Ax = b
dengan A € M2(Z2), x € Z%, dan b € Z%. Solusi yang didapatkan adalah berupa solusi
tunggal, solusi banyak, dan tidak mempunyai solusi. Solusi ini terkait dengan matriks
A € My (ZQ).

Kata Kunci: Sistem persamaan linier, solusi dari sistem persamaan linier, M2(Z2), Z%

1. Pendahuluan

Sistem persamaan linier merupakan sistem dalam bentuk Ax = b dengan A adalah
matriks koefisien, b adalah matriks konstan, dan x adalah solusi dari sistem per-
samaan linier tersebut.

Dalam tulisan ini bentuk dari sistem persamaan linier Ax = b diberikan khusus,
vaitu A € Ma(Zz), x € Z3. Z3 adalah himpunan bilangan-bilangan modulo 2 dengan
operasi biner penjumlahan dan perkalian, ditulis Zs = {0, 1}. M2(Z>) adalah him-
punan matriks-matriks berukuran 2 x 2 dengan entri-entri di Zs. Adapun unsur-
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tian ini, akan ditentukan bentuk-bentuk solusi dari sistem persamaan linier Ax = b
dengan A € My(Zy) dan z,b € Z3.

2. Sistem Persamaan Linier

Definisi 2.1. [2] Persamaan linier adalah persamaan yang mempunyai bentuk
a1T1 + agxo + -+ + a1pT, = b, dengan a1, as, -+, ap, b elemen dari lapangan
F dan 1, ---, x,, disebut variabel. Skalar a; disebut koefisien dan b disebut de-
ngan konstan. Suatu sistem persamaan linier atau sistem linier adalah himpunan
dari satu atau lebih persamaan linier yang mempunyai variabel-variabel yang sama,
sedemikian sehingga:

a11%1 + a12T2 + -+ + a1 Ty = by
211 + A22%2 + -+ - + ATy = bo
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Am1T1 + Gm2X2 + -+ + AmpTn = bm

Solusi dari sistem ini adalah (c1, ca, -+, ¢,) dengan ¢; = x;, untuk setiap j yang
memenuhi setiap persamaan. Himpunan solusi dari sistem ini adalah himpunan
dari semua solusi-solusi. Suatu sistem disebut konsisten, jika terdapat setidaknya
satu solusi, jika tidak maka sistem tidak konsisten.

Teorema 2.2. [1] Setiap sistem persamaan linear memiliki salah satu dari tiga
kemungkinan berikut ini, yaitu: tidak memiliki solusi, tepat satu solusi, atau tak
hingga banyaknya solusi.

Teorema 2.3. [1] Jika Apxn yang dapat dibalik, maka untuk setiap matriks by,
sistem persamaan Az = b memiliki tepat satu solusi, yaitu €= A"1b.

Definisi 2.4. [1] Suatu sistem persamaan linier disebut homogen jika semua suku
konstanya adalah 0; yaitu sistem ini memiliki bentuk

a11x1 + apre + -+ a1, =0
a2171 + agxs + - -+ agpr, =0

Am1T1 + AGm2Z2 + -+ + AmpTpn = 0

Setiap sistem persamaan linier homogen selalu konsisten, karena semua sistem
semacam ini setidaknya memaliki solusi x1 = 0, 29 = 0, -+, x, = 0 yang dise-
but solusi trivial. Jika terdapat solusi lain, maka solusi-solusi tersebut disebut solusi
nontrivial.

3. SOLUSI DARI SISTEM PERSAMAAN LINIER Ax = b DI 72
DENGAN A DI M, (Z>)

Pada kajian di aljabar abstrak, diketahui bahwa Zs merupakan suatu lapangan.
Oleh karena itu Z3 menyatakan himpunan vektor-vektor (x, y) dengan x, y € Zo

atau Z3 = { [z] |z, y € Zg}. Oleh karena Zs adalah himpunan hingga maka dapat

wi={[9 7). (][]

Untuk sistem persamaan linier Ax = b dengan A adalah matriks yang dapat
dibalik, solusi dapat ditentukan berdasarkan Teorema 2.2.2.

Misalkan D; = {O}, Dy = [O], D3 = [(1)], dan Dy = [1], maka akan diper-

0 1 1
oleh beberapa sifat berikut ini:

Proposisi 3.1. Sistem persamaan linier Az = b dengan A € Ms(Zs) dan x,b €
72, tidak mempunyai solusi untuk b = Dy = [(1)] , jika :

ai az

(1) matriks A = { 00 }, untuk setiap ay, az € Zs.
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ai az L
} , untuk setiap a1, az € Zo.

(2) matriks A = LM 2

Bukti. Misalkan x = {xl
€2

], untuk suatu x7, T3 € Zo dan b = Dy = [(1)] .

(1) Jika A = [%1 %2} dan ay, az € Zs sebarang, Akan dibuktikan bahwa sistem
persamaan linier Ax = b tidak mempunyai solusi.

Perhatikan bahwa :

Ax=Db

araz| [zr] _ [0]
00] |7 |1]
G T +az | _ [0]
0zy+ 073 | [1]
-alxl + (12332- o -6-
| O 4005 | |1
_alxl + agxg_ (0]
| 0+0 | |1
_alxl + (121’2- o -6-
| 0+0 | |T]
a1%71 + GTs | 0
0 1

Diperoleh

0171 + Q22 =
0=1

Karena terdapat persamaan 0 = 1 maka hasil yang diperoleh tidak konsisten.
Maka terbukti bahwa Ax = b tidak mempunyai solusi.

(2) Jika A = [“”2

ay az

persamaan linier Ax = b tidak mempunyai solusi.

Perhatikan bahwa :

|

} dan a1, az € Zy sebarang, Akan dibuktikan bahwa sistem

I

x=Db
araz | [z
araz | 73|
Gt a;:T|
a1 T + a3 T3

{alxl —l—agxg] _ {

=l =]
_ 1

=]

a171 + G273

Diperoleh
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a1x1 + asxy = 0
aiZ] +asmy =1

Hasil tidak konsisten, karena terdapat persamaan ayZ; + a2 = 0 dan a1z +
G>Tz = 1 yang mengakibatkan 0 = 1, sehingga tidak terdapat skalar-skalar
a1, a6z € Zs yang memenuhi sistem persamaan linier

e =) - 3]

Maka terbukti bahwa sistem persamaan linier Ax = b tidak mempunyai solusil

Proposisi 3.2. Sistem persamaan linier Az = b dengan A € My(Zz) dan x, b €

1
72, tidak mempunyai solusi untuk b = D3 = [0] , jika :

00
(1) matriks A = {} , untuk setiap a1, @z € Zo.

ap ag
. ay az L

(2) matriks A = {} , untuk setiap ay, az € Zs.

ay ag

7 1
Bukti. Misalkan x = {"’1 ] untuk suatu 7, 73 € Zp dan b = Dy = [0] .
2

(1) Jika A = [%1 %2} dan a1, az € Zy sebarang, Akan dibuktikan bahwa sistem

persamaan linier Ax = b tidak mempunyai solusi.
Perhatikan bahwa :

Ax =Db

0 0] [z] [1]
araz] |72 0]
0z7 +0zz | [1]
e T +aTa| |0
0z1+0z2 | [1]
aizy +azzz | |0
040 [T
a1x1+a2x2_ o _6_

0+0 _
aiTy +azr |

6 pr—
a1T1 + asxo -

Diperoleh

0=1
@121 + 8222 =0
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Karena terdapat persamaan 0 = 1, schingga hasil yang diperoleh tidak konsis-
ten. Maka terbukti bahwa Ax = b tidak mempunyai solusi.
(2) Jika A = [al GQ} dan @y, az € Zy sebarang, Akan dibuktikan bahwa sistem
ay ag
persamaan linier Ax = b tidak mempunyai solusi.
Perhatikan bahwa :

Ax =Db
araz| (7] _[1
[12} LJ a M

a1 Tl + a3 T 1
[m:vl+a2x2 _M

a1%1 + GTs |
171 + G273

|

Sl =

Diperoleh

G171 +a373 =1
a121 + asrs =0

Hasil tidak konsisten, karena terdapat persamaan @@y + @22 = 1 dan a1z +
G>T3 = 0 yang mengakibatkan 1 = 0, sehingga tidak terdapat skalar-skalar yang
memenuhi sistem persamaan linier

aa] [T _[1
aa| |72] (0]
Maka terbukti bahwa sistem persamaan linier Ax = b tidak mempunyai solusil

Proposisi 3.3. Sistem persamaan linier Az = b dengan A € Ms(Zs3) dan z,b €

1
73, tidak mempunyai solusi untuk b = Dy = [1] , Jika :

(1) matriks A = { }, untuk setiap ay , az € Zs.

1

ol g 8 ol
ol g 8 ol

(2) matriks A = { }, untuk setiap ai , az € Zo.

Bukti. Misalkan x = {an ], untuk suatu 71, Tg € Zy dan b = D, = E] .
(1) Jika A = [%1 %2} dan ay, az € Zs sebarang, Akan dibuktikan bahwa sistem

persamaan linier Ax = b tidak mempunyai solusi.
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Perhatikan bahwa :

Ax=Db

0 0] [z1] B (1]
araz| |Tz]  [1]
0z7 +0zz | [1]
G T +apT] 1)
[ 021402y | [1]
| G121 + 4273 | o _T_
0+0 _ (17
_a1x1+a2x2_ o _T_
0+0 _ (17

| @121 +azz2 | | 1]

6 —
@71+ aTs |

6 =
a1Z1 + G2 =

Diperoleh

1

1
Karena terdapat persamaan 0 = 1, schingga hasil yang diperoleh tidak konsis-
ten. Maka terbukti bahwa Ax = b tidak mempunyai solusi.

(2) Jika A = [ — } dan ai, Gz € Zo sebarang, Akan dibuktikan bahwa sistem

persamaan linier Ax = b tidak mempunyai solusi.
Perhatikan bahwa :

Ax=Db

araz| (@] _ [1]
00|z |1
G T +a T | _ [1]
0z7 +0zz | |1]
[az7 +aszz | [ 1]
| Oxy+0zy | [1]
_a1x1+a2x2_ . -T-
0+0 T
_a1x1+a2332- _ _T_
. 0+0 ] o _T_

Diperoleh

a1T1 + G272 =1
0=1
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Karena terdapat persamaan 0 = 1 maka hasil yang diperoleh tidak konsisten.
Maka terbukti bahwa Ax = b tidak mempunyai solusi. O

Selanjutnya, sistem persamaan linier Ax = b mempunyai solusi banyak bila A
tidak dapat dibalik dan sifat-sifat diatas tidak terpenuhi.

4. Kesimpulan

Zs adalah himpunan bilangan-bilangan modulo 2 dengan operasi biner penjum-
lahan dan perkalian, ditulis Zs = {0, 1}. M(Z3) adalah himpunan matriks-
matriks berukuran 2 x 2 dengan entri-entri di Zo.Dari pembahasan yang telah
dilakukan diperoleh kesimpulan sistem persamaan linier khusus yaitu Ax = b de-
ngan A € My(Zy), x € Z3, dan b € Z3 mempunyai bentuk solusi tunggal, solusi
banyak dan tidak mempunyai solusi.
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