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Abstract. Suatu sistem linier dikatakan positif jika untuk setiap keadaan awal non-
negatif, maka trajektori dari sistem linier tersebut adalah non-negatif dengan berlalunya
waktu. Suatu sistem linier (tanpa batas kepositifan) dikatakan stabil asimtotik jika

bagian rill dari semua nilai eigennya adalah negatif. Pada tulisan ini dikaji kriteria uji
ketsabilan asimtotik sistem linier postif menggunakan kriteria Lyapunov.
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1. Pendahuluan

Diberikan suatu sistem linier sebagai berikut :

ẋ = Ax(t), x(0) = x0 (1.1)

dimana A ∈ Rn×n, x ∈ Rn dan t ∈ R+. Sistem (1.1) dikatakan positif jika untuk

setiap keadaan awal x0 ∈ R̄n
+ dan t ≥ 0 maka solusi dari (1.1) adalah non-negatif,

yaitu x(t) ∈ R̄n
+. Kajian dari sistem linier dimulai dengan memperkenalkan termi-

nologi titik tetap. Suatu titik x∗ dikatakan titik tetap dari sistem (1.1) jika Ax∗ = 0.

Dalam makalah ini dikaji masalah kestabilan asimtotik dari sistem linier dengan

asumsi bahwa sistem (1.1) adalah positif dengan menggunakan kriteria kestabilan

Lyapunov.

2. Pembahasan

Suatu matriks A ∈ Rn×n dikatakan simetris jika AT = A. Suatu matriks simetris

A ∈ Rn×n dikatakan definit positif, dinotasikan dengan A > 0, jika xTAx > 0

untuk setiap vektor x 6= 0.

Teorema berikut diperlukan untuk membuktikan hasil utama.

Teorema 2.1. [1] Matriks simetris A adalah definit positif jika dan hanya jika

semua nilai eigen A adalah positif.

Matriks A = [aij ] ∈ Rn×n dikatakan matriks Metzler jika entri-entri selain entri

diagonal utamanya adalah non-negatif, yaitu aij ≥ 0 untuk i 6= j, i, j = 1, 2, · · · , n
[5]. Matriks A = [aij ] ∈ Rn×n dikatakan matriks Hurwitz jika setiap bagian real

dari nilai eigennya adalah negatif [2].
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Teorema 2.2. [3] Sistem (1.1) adalah positif jika dan hanya jika matriks A ∈Mn.

Teorema 2.3. [6] Syarat perlu dan cukup untuk suatu titik tetap sistem (1.1) men-

jadi stabil asimtotik yaitu untuk setiap bagian real nilai eigen dari A bernilai negatif

(Hurwitz).

Misalkan V : Rn → Rn dan x∗ adalah titik tetap dari sistem (1.1). Fungsi V

dikatakan fungsi Lyapunov jika V (x∗) = 0 dan V (x) > 0 untuk x 6= x∗ [2]. Teorema

Lyapunov dalam [4] menyatakan bahwa sistem (1.1) adalah stabil asimtotik jika

V̇ (x) = V
′
(x)Ax ∈ R−.

Teorema 2.4. [4] Perhatikan sistem (1.1) dengan A ∈ Mn. Jika terdapat vektor-

vektor p, r ∈ Rn
+ sedemikian sehingga

0 = ATp + r, (2.1)

maka A adalah stabil asimtotik.

Bukti. Misalkan terdapat vektor-vektor p,r ∈ Rn
+ sedemikian sehingga

0 = ATp + r,

dan perhatikan bahwa fungsi Lyapunov

V (x) = pTx, x ∈ Rn
+,

maka

V̇ (x) = pT ẋ = pTAx = −rTx < 0.

Sehingga berdasarkan Teorema Lyapunov, A adalah stabil asimtotik.

Akibat 2.5. [4] Misalkan A ∈ Mn, maka A adalah Hurwitz jika dan hanya jika

terdapat suatu vektor p ∈ Rn
+ sedemikian sehingga ATp ∈ Rn

−.

Bukti. (⇒) Misal A adalah Hurwitz. Berdasarkan Teorema 2.4 terdapat vektor-

vektor p,r ∈ Rn
+ sedemikian sehingga

0 = ATp + r.

Karena r ∈ Rn
+, maka mestilah ATp ∈ Rn

−.

(⇐) Misalkan terdapat p ∈ Rn
+ sedemikian sehingga ATp ∈ Rn

−. Karena ATp ∈ Rn
−,

maka terdapat vektor r ∈ Rn
+ sedemikian sehingga

0 = ATp + r.

Berdasarkan Teorema 2.4 maka mestilah A stabil asimtotik dan berdasarkan Teo-

rema 2.3 A adalah Hurwitz.

Lema 2.6. [4] Misal Â ∈Mn sedemikian sehingga Âe ∈ Rn
− dan ÂTe ∈ Rn

− maka

Â + ÂT ∈ Rn×n
− .
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Bukti. Misalkan

Â =


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...

an1 an2 · · · ann

 ∈Mn

maka Âe ∈ Rn
− dan ÂTe ∈ Rn

−.

Akibatnya

Â + ÂT =


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...

an1 an2 · · · ann

+


a11 a21 · · · an1
a12 a22 · · · an2
...

...
. . .

...

a1n a2n · · · ann



=


a11 + a11 a12 + a21 · · · a1n + an1
a21 + a12 a22 + a22 · · · a2n + an2

...
...

. . .
...

an1 + a1n an2 + a2n · · · ann + ann

 ∈Mn,

dan

(Â + ÂT )e =


a11 + a11 a12 + a21 · · · a1n + an1
a21 + a12 a22 + a22 · · · a2n + an2

...
...

. . .
...

an1 + a1n an2 + a2n · · · ann + ann




1

1
...

1



=


(a11 + a11) + (a12 + a21) + · · ·+ (a1n + an1)

(a21 + a12) + (a22 + a22) + · · ·+ (a2n + an2)
...

(an1 + a1n) + (an2 + a2n) + · · ·+ (ann + ann)

 ∈ Rn
−.

Berdasarkan Akibat 2.5 Â + ÂT adalah Hurwitz. Karena Â + ÂT adalah simetris,

mengakibatkan Â + ÂT ∈ Rn×n
− .

Teorema 2.7. [4] Perhatikan sistem yang diberikan oleh (1.1) dimana A ∈ Mn,

maka sistem (1.1) adalah stabil asimtotik jika dan hanya jika terdapat suatu matriks

diagonal positif P ∈ Rn×n dan suatu matriks definit positif R ∈ Rn×n sedemikian

sehingga

0 = ATP + PA + R. (2.2)

Bukti. (⇒) Misalkan sistem (1.1) stabil asimtotik dan A ∈Mn. Akan dibuktikan

terdapat suatu matriks diagonal positif P ∈ Rn×n dan matriks definit positif R

∈ Rn×n sedemikian sehingga (2.2) terpenuhi.

Karena sistem (1.1) adalah stabil asimtotik dan A ∈ Mn, maka terdapat vektor-

vektor p, r ∈ Rn
+ sedemikian sehingga (2.1) berlaku. Berdasarkan Akibat 2.5 ada

suatu vektor q ∈ Rn
+ sedemikian sehingga ATq ∈ Rn

−.
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Misalkan

q =


q1
q2
...

qn

 ,

Q = diag [q1, q2, · · · , qn], qi adalah komponen ke-i dari q dan e =
[
1 1 · · · 1

]T
maka

ATQe =


a11 a21 · · · an1
a12 a22 · · · an2
...

...
. . .

...

a1n a2n · · · ann



q1 0 · · · 0

0 q2 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · qn




1

1
...

1



=


a11q1 + a21q2 + · · ·+ an1qn
a12q1 + a22q2 + · · ·+ an2qn

...

a1nq1 + a2nq2 + · · ·+ annqn


= ATq.

Karena ATQe = ATq maka ATQe ∈ Rn
−. Hal ini juga mengakibatkan QA ∈ Mn

dan Hurwitz. Misal ATQe ∈ Rn
−, perhatikan bahwa

(ATQ)T = QA

=


q1 0 · · · 0

0 q2 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · qn



a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...

an1 an2 · · · ann



=


q1a11 q1a12 · · · q1a1n
q2a21 q2a22 · · · q2a2n

...
...

. . .
...

qnan1 qnan2 · · · qnann

 .

Karena qi ∈ R+ dan A ∈Mn, maka QA juga ∈Mn. Akan ditunjukkan QA adalah

Hurwitz, berdasarkan Akibat 2.5 akan ditunjukkan ATQp ∈ Rn
−. Misalkan

p = e,
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maka

ATQp =


a11 a21 · · · an1
a12 a22 · · · an2
...

...
. . .

...

a1n a2n · · · ann



q1 0 · · · 0

0 q2 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · qn




1

1
...

1



=


a11q1 + a21q2 + · · ·+ an1qn
a12q1 + a22q2 + · · ·+ an2qn

...

a1nq1 + a2nq2 + · · ·+ annqn

 ∈ Rn
−.

Pilih

r = −ATQp ∈ Rn
+,

maka berlaku persamaan (2.1). Hal ini juga mengakibatkan ATQ ∈ Mn dan

Hurwitz. Berdasarkan Akibat 2.5, misal ada suatu vektor m ∈ Rn
+ dengan

M = diag [m1, · · · ,mn] , mi adalah komponen ke-i dari m sedemikian sehingga

QAm ∈ Rn
−.

Akibatnya

QAMe =


q1 0 · · · 0

0 q2 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · qn



a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...

an1 an2 · · · ann



m1 0 · · · 0

0 m2 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · mn




1

1
...

1



=


q1a11m1 + q1a12m2 + · · ·+ q1a1nmn

q2a21m1 + q2a22m2 + · · ·+ q2a2nmn

...

qnan1m1 + qnan2m2 + · · ·+ qnannmn

 ∈ Rn
−.

Karena ATQe ∈ Rn
−, hal ini mengakibatkan MATQe ∈ Rn

−. Misal Â = QAM ,

berdasarkan Lemma 2.6 maka

MATQ + QAM ∈ Rn×n
− ,

ini ekuivalen dengan

ATQM−1 + M−1QA ∈ Rn×n
− .

Misal P = QM−1 dan R = −(ATP + PA), maka (2.2) terpenuhi.

(⇐) Misal ada suatu matriks diagonal positif P ∈ Rn×n dan matriks definit positif

R ∈ Rn×n sedemikian sehingga (2.2) terpenuhi. Akan dibuktikan sistem (1.1) stabil

asimtotik yaitu dengan menunjukkan V̇ (x) < 0. Misalkan V (x) = xTPx adalah
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suatu fungsi Lyapunov, maka

V̇ (x) = ẋTPx + xTP ẋ

= (Ax)TPx + xTP (Ax)

= xTATPx + xTPAx

= xT (ATP + PA)x

= xT (−R)x

= −xTRx < 0.

Karena R adalah definit positif, maka V̇ (x) = −xTRx ∈ R−. Akibatnya sistem

(1.1) adalah stabil asimtotik.

Sebagai suatu ilustrasi, perhatikan contoh berikut.

Contoh 2.8. Diberikan sistem (1.1) dengan[
ẋ1(t)

ẋ2(t)

]
=

[
−2 0

0 −1

] [
x1

x2

]
.

Pilih suatu matriks R definit positif, yaitu

R =

[
2 −1

−1 2

]
.

Akan dicari suatu matriks P diagonal positif, sehingga ATP + PA = −R maka,[
−2 0

0 −1

] [
p1 0

0 p2

]
+

[
p1 0

0 p2

] [
−2 0

0 −1

]
= −

[
2 −1

−1 2

]
[
−2p1 0

0 −p2

]
+

[
−2p1 0

0 −p2

]
= −

[
2 −1

−1 2

]
[
−4p1 0

0 −2p2

]
= −

[
2 −1

−1 2

]
diperoleh

−4p1 = −2⇒ p1 =
1

2
−2p2 = −2⇒ p2 = 1

sehingga diperoleh matriks

P =

[
1
2 0

0 1

]
dimana matriks P merupakan matriks diagonal positif, sehingga sistem (1.1) meru-

pakan sistem yang stabil asimtotik.

Contoh 2.9. Diberikan sistem (1.1) dengan
ẋ1(t)

ẋ2(t)

ẋ3(t)

ẋ4(t)

 =


−2 0 0 0

0 −2 1 0

0 0 −2 1

0 2 0 −3



x1

x2

x3

x4

 .
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Pilih suatu matriks R definit positif, yaitu

R =


4 0 0 0

0 4 −1 −2

0 −1 4 −1

0 −2 −1 6

 .

Akan dicari suatu matriks P diagonal positif, sehingga ATP + PA = −R maka,
−2 0 0 0

0 −2 0 2

0 1 −2 0

0 0 1 −3



p1 0 0 0

0 p2 0 0

0 0 p3 0

0 0 0 p4

+


p1 0 0 0

0 p2 0 0

0 0 p3 0

0 0 0 p4



−2 0 0 0

0 −2 1 0

0 0 −2 1

0 2 0 −3



= -


4 0 0 0

0 4 −1 −2

0 −1 4 −1

0 −2 −1 6



−2p1 0 0 0

0 −2p2 0 2p4
0 p2 −2p3 0

0 0 p3 −3p4

+


−2p1 0 0 0

0 −2p2 p2 0

0 0 −2p3 p3
0 2p4 0 −3p4

= -


4 0 0 0

0 4 −1 −2

0 −1 4 −1

0 −2 −1 6



−4p1 0 0 0

0 −4p2 p2 2p4
0 p2 −4p3 p3
0 2p4 p3 −6p4

= -


4 0 0 0

0 4 −1 −2

0 −1 4 −1

0 −2 −1 6


diperoleh

−4p1 = −4⇒ p1 = 1

−4p2 = −4⇒ p2 = 1

−4p3 = −4⇒ p3 = 1

−6p4 = −6⇒ p4 = 1

sehingga diperoleh matriks

P =


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1


dimana matriks P merupakan matriks diagonal positif sehingga sistem (1.1) meru-

pakan sistem yang stabil asimtotik.
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3. Kesimpulan

Dari uraian pada pembahasan dapat dilihat bahwa kestabilan dari sistem (1.1)

tergantung pada solusi dari persamaan (2.2)

0 = ATP + PA + R

yaitu jika terdapat suatu matriks diagonal positif P ∈ Rn×n sedemikian sehingga

R ∈ Rn×n adalah suatu matriks definit positif maka sistem (1.1) adalah stabil

asimtotik.
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