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Abstrak. Misalkan R adalah ring komutatif dengan unsur satuan dan I adalah ideal
pada ring R. Dalam tulisan ini dibahas beberapa sifat dari ideal I dengan I adalah
ideal prim, radikal dari suatu ideal dan ideal primer. Dibagian akhir tulisan diberikan
hubungan antara ideal prim, radikal dari suatu ideal dan ideal primer yaitu jika I adalah
ideal primer maka radikal dari I adalah ideal prim.
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1. Pendahuluan

Suatu struktur aljabar merupakan suatu sistem yang mengandung dua unsur utama
yakni sebuah himpunan dan operasi biner yang didefinisikan di dalamnya. Suatu
himpunan yang dilengkapi dengan operasi biner dan memenuhi aksioma tertentu
ada yang disebut grup dan ada yang disebut ring. Jika grup merupakan struktur
aljabar dengan satu operasi biner, maka ring merupakan struktur aljabar dengan
dua operasi biner. Sebuah ring yang operasi perkaliannya bersifat komutatif disebut
ring komutatif.

Ideal adalah bagian dari suatu ring dengan struktur yang istimewa. Suatu ideal
yang memenuhi beberapa sifat tertentu ada yang disebut ideal prim, radikal dari
suatu ideal dan ideal primer.

Pada paper ini akan dibahas bagaimana sifat-sifat dari ideal prim, radikal dari
suatu ideal dan ideal primer pada ring komutatif.

2. Landasan Teori

2.1. Grup

Definisi 2.1. [4] Misalkan G suatu himpunan tak kosong dengan operasi *. Him-
punan G disebut grup terhadap operasi x, yang dinotasikan dengan (G,x*), jika
memenuhi keempat aksioma berikut ini.

(1) Untuk setiap a,b € G berlaku a xb € G (G bersifat tertutup terhadap operasi
(2) Untuk setiap a,b,c € G berlaku a x (bxc) = (a*b) xc (G bersifat asosiatif
terhadap operasi x).
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(8) Terdapat suatu unsur di G yang ditulis sebagai e, sehingga a xe = exa = a,
untuk setiap a € G (adanya unsur identitas terhadap operasi * di G).

(4) Untuk setiap a € G, terdapat a=' € G sehingga a xa~' = a~! xa = e (Setiap
unsur di G mempunyai invers).

Definisi 2.2. [4] Misalkan (G,*) suatu grup. G disebut grup komutatif (abelian)
jika setiap a,b € G berlaku a b = bx*a.

2.2. Ring

Definisi 2.3. [4] Misalkan R suatu himpunan yang tak kosong. Himpunan R dise-
but ring jika di R dapat didefinisikan dua operasi biner yang dilambangkan dengan
+ dan - yang memenuhi aksioma berikut:

(1) (R,+) merupakan grup komutatif.
(2) Untuk setiap a,b € R berlaku a-b € R (R bersifat tertutup terhadap operasi -).
(3) Untuk setiap a,b,c € R berlaku a-(b-c) = (a-b)-c (R bersifat asosiatif terhadap
operasi -).
(4) Untuk setiap a,b,c € R berlaku:
(i) a-(b+c) =(a-b)+ (a-c), (Sifat distributif kiri).
(i) (a+0b)-c =(a-c)+ (b-c), (Sifat distributif kanan).

2.3. Ideal

Definisi 2.4. [4] Misalkan (R,+,-) suatu ring dan U C R dengan U # @.
U dikatakan ideal kanan dan ideal kiri dari R jika

(i) U subgrup dari R terhadap +,
(ii) Untuk setiap a € U dan r € R berlaku ar € U dan ra € U.

Definisi 2.5. [5] Misalkan R suatu ring komutatif dengan unsur satuan 1 dan
misalkan I # R adalah suatu ideal di R, ideal I disebut ideal prim jika ab € I maka
a€l ataube 1.

Definisi 2.6. [5] Misalkan R suatu ring komutatif dengan unsur satuan 1 dan I
adalah ideal pada R, maka /I didefinisikan sebagai,

{z € R| 2™ € I untuk suatu n € N}
dan VT dikatakan radikal dari suatu ideal I.

Definisi 2.7. [1] Misalkan R suatu ring komutatif dengan unsur satuan 1 dan
misalkan I # R adalah suatu ideal di R, ideal I disebut ideal primer jika ab € I
maka a € I atau b™ € I, untuk suatu n € N.

3. Ideal pada Ring Komutatif
3.1. Ideal Prim

Proposisi 1. [5] Misalkan R adalah suatu ring komutatif dengan unsur satuan 1
dan I # R adalah suatu ideal di R, maka pernyataan berikut adalah ekivalen.
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(1) I adalah suatu ideal prim.

(1) Jika a1,a9, -+ ,an, € R dengan ajas---a, € I maka a;, € I untuk suatu k =
1,2,--- ,n.

(2) Jika I, 15 adalah ideal di R dengan I11s C I maka Iy C I atau Iy C 1.

(3) Jika I, Is,- - , I, adalah ideal di R dengan I1Is--- 1, C I maka I, C I untuk

suatu k=1,2,--- /n.

Bukti.

(1) (1<=2) I adalah ideal prim jika dan hanya jika ai,as,---,a, € R dengan
ajas - --a, € I maka ap € I untuk suatu k=1,2,--- ,n.
(<=) I adalah ideal prim, maka untuk setiap a,b € R dengan ab € I berlaku
a € I atau b € I, dengan kata lain untuk setiap aq,as,---,a, € R dengan
ajas---ay € I berlaku a; € I atau ag € I,---, atau a,, € I. Ini berarti berlaku
ar € I, untuk suatu k =1,2,--- n.

(2) (3<=4) I,,1, adalah ideal di R dengan I1Is C I maka Iy C [ atau I C [
jika dan hanya jika Iy, I, - - - , I,, adalah ideal di R dengan I115---1, C I maka
I, C I untuk suatu k =1,2,--- ,n.

(=) Misalkan I, I adalah ideal di R dengan I1I; C I maka I; C I atau
I, C I. Misalkan I, Io,--- , I, adalah ideal di R dengan I1I5---1I, C I, akan
ditunjukkan I C I untuk suatu k =1,2,--- ,n dengan induksi matematika.
Misalkan P(n) : I, I, -, I, adalah ideal di R dengan I1Iy---1I, C I maka
I € I untuk suatu k =1,2,--- ,n.

Akan dibuktikan P(n) benar untuk n = p. Misalkan Iy, s, -, I, ideal di R
dengan Itls---1I, C 1.

Perhatikan bahwa

Lily--- I, = (LTI, 1), C I,

diperoleh IiIy---I,_y C I atau I, C I, ini berarti untuk setiap I, Is,--- , I,
ideal di R dengan I1I5---I, C I berlaku I C I untuk suatu k = 1,2,--- ,p.
(<) Dari Iy, I adalah ideal di R dengan I;Is C I maka berdasarkan premis
diperoleh I; C [ atau Iy C I.

(3) (1<=-3) I adalah suatu ideal prim jika dan hanya jika I, Is adalah ideal di R
dengan I1Io C I maka Iy C I atau I, C [.
(=) Misalkan I adalah suatu ideal prim dan I, Is adalah ideal di R dengan
LI C I, akan ditunjukkan I; C I atau I, C 1.
Andaikan Iy € I dan I, ¢ I. Ambil 21 € I \ I dan x5 € I\ I, karena z125 € I
dan I adalah ideal prim, maka x; € I atau x5 € I. Hal ini kontradiksi dengan
pemilihan x124 ¢ I, sehingga haruslah Iy C T atau I, C I. |

3.2. Radikal dari Suatu Ideal

Teorema 3.1. [5] Misalkan I dan J adalah ideal pada ring komutatif R dengan
unsur satuan 1, maka:

(1) VT adalah ideal di R dengan I C /I C R.
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(2) Jika I C J maka T CJ.
(3) VVI = V1.

Bukti.
3) VVI = VT.

(a) Ambil a € VV1I, akan ditunjukkan a € /7.
Dari a € \/\ﬁ, diperoleh a € R dan a” € VI, untuk suatu n € N, dengan kata
lain (a™)™ € I, untuk suatu m € N.

(b) Ambil b € VT, akan ditunjukkan b € VVI.
Dari b € VI, diperoleh b € R dan b™ € I untuk suatu n € N, karena b" € I dan
I C /T maka b™ € VT untuk suatu n € N, dengan kata lain b € \/\ﬁ O

3.3. Ideal Primer

Proposisi 2. [5] Misalkan R adalah suatu ring komutatif dengan unsur satuan 1
dan I # R adalah suatu ideal di R, maka pernyataan berikut adalah ekivalen.

(1) I adalah suatu ideal primer.

(2) Jika ay,as, - ,a, € R dengan ayas---a, € I maka a; € VT untuk suatu
k=1,2,--- ,n.

(8) Jika I, 15 adalah ideal di R dengan I11s C I maka I) C VT atau In € V1.

(4) Jika I, Is,- - - , I, adalah ideal di R dengan I11s--- I, C I maka I}, C VT untuk
suatu k =1,2,--- ,n.

Pembuktian untuk proposisi ideal primer ini analog dengan pembuktian propo-
sisi pada ideal prim.

Proposisi 3. [5] Misalkan R adalah suatu ring komutatif, jika I adalah ideal
primer, maka I adalah ideal prim.

Bukti. Misalkan R adalah suatu ring komutatif dan I adalah ideal primer, akan
ditunjukkan v/T adalah ideal prim, yaitu dengan menunjukkan untuk setiap ab €
V1, maka a € VI atau b € /1.

Ambil ab € /T, diperoleh ab € R dan (ab)” € I, untuk suatu n € N.

Perhatikan bahwa:

(ab)" =a™" eI

I adalah ideal primer, mengakibatkan a™ € I atau (b™)™ € I, untuk suatu m € N,
sehingga berdasarkan Definisi radikal dari suatu ideal diperoleh a € /T atau b € /1.
Berdasarkan pembuktian di atas terbukti bahwa /I adalah suatu ideal prim. O

4. Kesimpulan

Pada paper ini telah dibahas sifat-sifat dari ideal prim, radikal dari suatu ideal dan
ideal primer pada ring komutatif. Misalkan R adalah suatu ring komutatif dengan
unsur satuan 1 dan I # R adalah suatu ideal di R, maka pernyataan berikut adalah
ekivalen.
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(1) I adalah suatu ideal prim.

(2) Jika ai,as,--- ,a, € R dengan ajas---a, € I maka a, € I untuk suatu k =
1,2,--- ,n.

(3) Jika Iy, I adalah ideal di R dengan I1I; C I maka I; C I atau I C I.

(4) Jika I, Is,--- , I, adalah ideal di R dengan I115--- I, C I maka I}, C I untuk
suatu k=1,2,--- ,n.

Misalkan I dan J adalah ideal pada ring komutatif R dengan unsur satuan 1, maka

(1) VT adalah ideal di R dengan I C /T C R.
(2) Jika I C J maka /T C +/J.

3) VVI = VT

Misalkan R adalah suatu ring komutatif dengan unsur satuan 1 dan I # R adalah
suatu ideal di R, maka pernyataan berikut adalah ekivalen.

(1) T adalah suatu ideal primer.

(2) Jika a1,a2, -+ ,a, € R dengan ajas---a, € I maka a; € VT untuk suatu
k=1,2,-- ,n.

(3) Jika Iy, I adalah ideal di R dengan I;I, C I maka I; C /T atau Iy C V/T.

(4) Jika I, I5,--- , I, adalah ideal di R dengan I1I5---1I, C I maka I} C VT untuk
suatu k=1,2,--- ,n.

Selanjutnya diperoleh hubungan antara ideal prim, radikal dari suatu ideal dan ideal
primer yaitu misalkan R adalah suatu ring komutatif, jika I adalah ideal primer,
maka /T adalah ideal prim.
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