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Abstrak. Dimensi metrik dari graf G adalah kardinalitas minimum dari himpunan
penyelesaian. W yang merupakan himpunan bagian dari V (G) dikatakan himpunan
penyelesaian jika representasi setiap titik di G terhadap W berbeda. Selanjutnya, di-

mensi partisi dari graf G adalah kardinalitas minimum dari partisi pembeda. Π yang
merupakan himpunan terurut k-partisi dari V (G) dikatakan partisi pembeda jika repre-
sentasi setiap titik di G terhadap Π berbeda. Pada tulisan ini akan ditentukan dimensi

metrik dan dimensi partisi dari graf tangga segitiga Trn untuk n = 2, 3.

Kata Kunci : Dimensi metrik, Dimensi partisi, Graf tangga segitiga

1. Pendahuluan

Dimensi metrik diperkenalkan oleh Harary dan Melter [1]. Misalkan terdapat graf

terhubung G. Misalkan u dan v adalah titik-titik dari graf G. Jarak antara u dan v,

dinotasikan d(u, v), adalah panjang lintasan terpendek antara kedua titik tersebut

di G. Misalkan terdapat himpunan terurut W = {w1, w2, · · · , wk} ⊂ V (G). Repre-

sentasi titik v terhadap W didefinisikan sebagai jarak dari v ke tiap-tiap elemen di

W , ditulis

r(v|W ) = (d(v, w1), d(v, w2), · · · , d(v, wk)).

Himpunan W dinamakan himpunan penyelesaian untuk G jika r(u|W ) = r(v|W )

maka u = v untuk setiap dua titik u dan v di G. Kardinalitas minimum dari

himpunan penyelesaian dinamakan dimensi metrik dari G, dinotasikan dim(G) [3].

Dimensi metrik dapat digunakan untuk pembahasan pada bidang lain seperti kimia,

navigasi robot dan optimasi kombinasi.

Berikut penjelasan dimensi partisi suatu graf G, dinotasikan pd(G). Misalkan

G = (V,E) suatu graf dan S ⊆ V (G). Jarak dari titik v ke himpunan S, dinotasikan

dengan d(v, S), adalah min {d(v, x), x ∈ S} dengan d(v, x) adalah jarak dari titik

v ke x. Definisikan Π = {S1, S2, · · · , Sk} sebagai himpunan yang berisikan k-partisi

tersebut. Misal terdapat titik v ∈ V (G), maka representasi dari v terhadap Π didefi-

nisikan dengan r(v|Π) = (d(v, S1), · · · , d(v, Sk)). Jika setiap titik di G mempunyai

representasi yang berbeda terhadap Π, maka Π disebut partisi pembeda (resolving

partition). Kardinalitas minimum dari partisi pembeda disebut dimensi partisi dari

G, ditulis pd(G) [2].
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Setelah ditentukan dimensi metrik dari suatu graf, kita dapat menentukan di-

mensi partisi dari graf tersebut menggunakan teorema tentang hubungan dimensi

partisi dengan dimensi metrik. Chartrand [2] telah membahas hubungan dimensi

partisi dan dimensi metrik, yaitu pd(G) ≤ dim(G) + 1.

2. Dimensi Metrik dan Dimensi Partisi

Definisi 2.1. [3] Misalkan terdapat graf terhubung G. Misalkan u dan v adalah

titik-titik dari graf G. Jarak antara u dan v, dinotasikan d(u, v), adalah panjang

lintasan terpendek antara kedua titik tersebut di G. Misalkan terdapat himpunan

terurut W = {w1, w2, · · · , wk} ⊂ V (G). Representasi titik v terhadap W didefi-

nisikan sebagai jarak dari v ke tiap-tiap elemen di W , ditulis

r(v|W ) = (d(v, w1), d(v, w2), · · · , d(v, wk)).

Jika setiap titik yang berbeda di G mempunyai representasi yang berbeda terhadap

W , maka W disebut sebagai himpunan penyelesaian. Kardinalitas minimum

dari himpunan penyelesaian disebut dimensi metrik dari G, dinotasikan dengan

dim(G).

Teorema 2.2. [3] Misalkan G adalah graf terhubung dengan banyak titik n.

dim(G) = 1 jika dan hanya jika G ' Pn dengan n ≥ 2.

Definisi 2.3. [2] Misalkan G adalah suatu graf terhubung. Himpunan titik V (G)

dipartisi menjadi beberapa partisi, sebut S1, S2, · · · , Sk. Notasikan Π sebagai suatu

himpunan terurut dari k-partisi, tulis Π = {S1, S2, · · · , Sk}. Misalkan terdapat se-

buah titik v di G, maka representasi v terhadap Π didefinisikan sebagai jarak dari

v ke tiap-tiap partisi di Π, ditulis

r(v|Π) = (d(v, S1), d(v, S2), · · · , d(v, Sk)).

Jika setiap titik yang berbeda di G mempunyai representasi yang berbeda terhadap Π,

maka Π disebut sebagai partisi pembeda. Kardinalitas minimum dari partisi pem-

beda terhadap V (G) disebut dimensi partisi dari G, dinotasikan dengan pd(G).

Teorema 2.4. [2] Misalkan G suatu graf terhubung dengan orde n ≥ 2. Dimensi

partisi dari G, pd(G) = 2 jika dan hanya jika G ' Pn.

Teorema 2.5. [2] Jika G adalah graf terhubung tidak trivial, maka pd(G) ≤
dim(G) + 1.

3. Graf Tangga Segitiga yang Diperumum

Fitrianda [7] mengkonstruksi graf tangga segitiga yang diperumum dari beberapa

graf dengan cara sebagai berikut. Dua segitiga dikatakan terhubung jika beririsan

pada satu sisi. Misalkan T adalah kumpulan segitiga-segitiga terhubung, maka T

adalah graf planar terhubung dengan siklus terpendek 3 dan masing-masing segitiga

beririsan pada paling sedikit satu sisi dengan lainnya. Kumpulan segitiga terhubung

disebut triomino. Jadi, T disebut n-triomino jika T adalah susunan dari n segitiga
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yang terhubung. Graf tangga segitiga dengan panjang n adalah n-triomino yang

disusun secara mendatar, dengan menempatkan n segitiga dengan cara seperti pada

Gambar 1.

Gambar 1. (a) 1-Graf Tangga Segitiga, (b) 2-Graf Tangga Segitiga, (c) 3-Graf Tangga Segitiga,
(d) (2n-1)-Graf Tangga Segitiga, (e) 2n-Graf Tangga Segitiga

Graf piramida dengan tinggi n, n ≥ 1 ditulis Prn merupakan graf yang dibentuk

dengan cara berikut. Graf Pr1 terdiri dari 1-graf tangga segitiga, dengan banyak

titik Pr1 adalah 3. Graf Pr2 terdiri dari 1-graf tangga segitiga dan 3-graf tangga

segitiga, dengan banyak titik Pr2 adalah 6. Graf Pr3 terdiri dari 1-graf tangga

segitiga, 3-graf tangga segitiga dan 5-graf tangga segitiga, dengan banyak titik Pr3
adalah 10.

Gambar 2. Graf Piramida Prn, n = 1, 2, 3

Graf Piramida Prn dengan

V (Prn) = {vij |i = 1, 2, 3, · · · , n + 1, j = 1, 2, 3, · · · , i},
E(Prn) = E1 ∪ E2 ∪ E3, dengan

E1 = {v(i+1)jv(i+1)(j+1)|1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ i},
E2 = {vijv(i+1)j |1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ i},
E3 = {vijv(i+1)(j+1)|1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ i}.
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Graf Prn terdiri dari 1-graf tangga segitiga, 3-graf tangga segitiga, 5-graf tangga

segitiga, · · · , dan (2n − 1)-graf tangga segitiga, dengan banyak titik Prn adalah
1

2
(n + 1)(n + 2) [6].

Gambar 3. Graf Piramida dengan tinggi n

Berdasarkan definisi graf piramida tersebut, dengan menambahkan satu titik

yaitu titik v (dinamakan titik dasar / titik utama) dibawah graf piramida, lalu

mengaitkan titik v tersebut pada semua titik paling bawah dari graf piramida,

diperoleh graf tangga segitiga yang diperumum yang didefinisikan sebagai Trn de-

ngan n ≥ 2 [7]. Dengan n merupakan banyak sisi yang terkait dengan titik utama

dan banyaknya tingkat pada graf tangga segitiga yang diperumum.

Gambar 4. Graf Tangga Segitiga yang Diperumum Trn, n = 2, 3, 4

Berdasarkan Gambar 4, n = 2 menyatakan graf tangga segitiga yang diper-
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umum dengan 2 sisi yang terkait dengan titik utama dan memiliki 2 tingkat. Untuk

n = 3 menyatakan graf tangga segitiga yang diperumum dengan 3 sisi yang terkait

dengan titik utama dan memiliki 3 tingkat. Untuk n = 4 menyatakan graf tangga

segitiga yang diperumum dengan 4 sisi yang terkait dengan titik utama dan memi-

liki 4 tingkat. Sehingga, diperoleh bentuk umum dari graf tangga segitiga yang

diperumum adalah sebagai berikut.

V (Trn) = {v} ∪ {vij | 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ n− i + 1},
E(Trn) = E1 ∪ E2 ∪ E3 ∪ E4, dengan

, E1 = {vv1j | 1 ≤ j ≤ n},
E2 = {vijvi(j+1) | 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ n− i},
E3 = {vijv(i+1)j | 1 ≤ i ≤ n− j, 1 ≤ j ≤ n− 1},
E4 = {vijvi+1(j−1) | 1 ≤ i ≤ n− 1, 2 ≤ j ≤ n− i + 1}.

Gambar 5. Graf Tangga Segitiga yang Diperumum Trn, n ≥ 2

4. Dimensi Metrik dan Dimensi Partisi dari Graf Tangga Segitiga

yang Diperumum

Teorema 4.1. ♦ Misalkan Trn adalah graf tangga segitiga yang diperumum, maka

dim(Trn) = 2 untuk n = 2, 3.

Bukti. Misalkan G = Trn dengan V (Trn) = {v} ∪ {vij | 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤
j ≤ n − i + 1}. Akan ditunjukkan dim(Trn) = 2. Karena graf Trn 6' Pn maka
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berdasarkan Teorema 2.1, diperoleh bahwa dim(Trn) ≥ 2. Selanjutnya, akan ditun-

jukkan dim(Trn) ≤ 2. Misalkan W = {v, v11}.
Kasus 1. n = 2

Misalkan himpunan titik V (Tr2) = {v, v11, v12, v21}.

Gambar 6. Graf Tr2

Dari Gambar 6 diperoleh representasi semua titik pada graf Tr2 terhadap W

adalah

r(v|W ) = (d(v, v), d(v, v11)) = (0, 1)

r(v11|W ) = (d(v11, v), d(v11, v11)) = (1, 0)

r(v12|W ) = (d(v12, v), d(v12, v11)) = (1, 1)

r(v21|W ) = (d(v21, v), d(v21, v11)) = (2, 1)

Karena representasi setiap titik di graf Tr2 berbeda, maka dim(Tr2) ≤ 2.

Kasus 2. n = 3

Misalkan himpunan titik V (Tr3) = {v, v11, v12, v13, v21, v22, v31}.
Representasi titik-titik v, v11, v12, dan v21 dapat dilihat pada Kasus 1. Selanjutnya,

representasi titik-titik v13, v22 dan v31 adalah

r(v13|W ) = (d(v13, v), d(v13, v11)) = (1, 2)

r(v22|W ) = (d(v22, v), d(v22, v11)) = (2, 2)

r(v31|W ) = (d(v31, v), d(v31, v11)) = (3, 2)

Karena representasi setiap titik di graf Tr3 berbeda, maka dim(Tr3) ≤ 2.

Dari Kasus 1 dan Kasus 2 diperoleh dim(Trn) ≤ 2. Karena dim(Trn) ≥ 2 dan

dim(Trn) ≤ 2, maka dim(Trn) = 2, untuk n = 2, 3.

Teorema 4.2. ♦ Misalkan Trn adalah graf tangga segitiga yang diperumum, maka

pd(Trn) = 3 untuk n = 2, 3.

Bukti. Misalkan G = Trn dengan V (Trn) = {v} ∪ {vij | 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤
j ≤ n − i + 1}. Akan ditunjukkan pd(Trn) = 3. Karena graf Trn 6' Pn maka

berdasarkan Teorema 2.2, diperoleh bahwa pd(Trn) ≥ 3. Selanjutnya, akan ditun-

jukkan pd(Trn) ≤ 3. Karena pada Teorema 3.1 diperoleh dim(Trn) = 2 maka
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Gambar 7. Graf Tr3

berdasarkan Teorema 2.3 diperoleh bahwa pd(Trn) ≤ 3. Karena pd(Trn) ≥ 3 dan

pd(Trn) ≤ 3, maka pd(Trn) = 3.

5. Kesimpulan

Di dalam paper ini diperoleh dimensi metrik dari graf tangga segitiga Trn, untuk

n = 2, 3 adalah dim(Trn) = 2. Di dalam paper ini diperoleh juga dimensi partisi

dari graf tangga segitiga Trn, untuk n = 2, 3 adalah pd(Trn) = 3.
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