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Abstrak. Pada penelitian ini dilakukan pendugaan parameter variansi (o?) dari dis-
tribusi Normal dengan mean (i) diketahui. Pendugaan parameter variansi (02) terse-
but dilakukan secara analitik dengan menggunakan distribusi Invers Gamma sebagai
prior konjugat, metode Jeffrey sebagai prior non-informatif dan distribusi Uniform se-
bagai prior non-konjugat. Pada penelitian ini kriteria evaluasi penduga yang digunakan
adalah MSE dan sifat tak bias. Berdasarkan studi analitik diperoleh bahwa distribusi
Invers Gamma sebagai prior konjugat merupakan prior terbaik diantara dua distribusi
prior lainnya.

Kata Kunci: Inferensi statistika, metode Bayes, distribusi prior, fungsi likelihood, dis-
tribusi Normal, Invers Gamma, metode Jeffrey, distribusi Uniform

1. Pendahuluan

Inferensi statistik dapat dikelompokkan dalam dua bidang utama yaitu pendugaan
parameter dan pengujian hipotesis. Pendugaan parameter merupakan prosedur
yang dilakukan untuk menduga parameter populasi, seperti nilai tengah, ragam,
proporsi, dan lain-lain. Parameter adalah sebarang nilai yang menjelaskan ciri popu-
lasi [8]. Uji hipotesis merupakan suatu proses untuk memutuskan benar atau salah-
nya suatu hipotesis berdasarkan hasil dari pengamatan [1].

Pendugaan parameter dapat dilakukan dengan dua metode yaitu metode
klasik dan metode Bayes. Metode klasik melakukan pendugaan parameter hanya
berdasarkan informasi yang diperoleh dari contoh acak yang diambil dari populasi.
Metode Bayes menggabungkan pengetahuan subyektif mengenai distribusi peluang
dari parameter yang tidak diketahui, dengan informasi yang diperoleh dari data
sampel [7]. Distribusi peluang dari parameter yang tidak diketahui ini dipilih se-
cara subyektif atau berdasarkan hasil penelitian sebelumnya dan idealnya diten-
tukan sebelum pengumpulan data dimulai. Distribusi ini disebut distribusi prior
[6]. Informasi yang diperoleh mengenai fungsi kepekatan peluang dari data sampel
disebut fungsi likelihood. Dengan menggabungkan informasi dari distribusi prior dan
informasi dari data sampel, maka didapatkan distribusi posterior yang selanjutnya
menjadi dasar untuk inferensi di dalam metode Bayes [3].

Terdapat beberapa jenis distribusi prior yaitu distribusi prior konjugat, dis-
tribusi prior non konjugat dan distribusi prior non-informatif [2]. Distribusi prior
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disebut prior konjugat jika distribusi posteriornya memiliki keluarga sebaran yang
sama karakternya dengan keluarga sebaran dari distribusi prior. Distribusi prior
disebut prior non konjugat jika distribusi posteriornya memiliki keluaraga sebaran
yang tidak sama karakternya dengan distribusi prior [5]. Jika informasi mengenai
distribusi parameter tidak diketahui, maka digunakan prior non-informatif. Pemil-
ihan distribusi prior ini sangat berpengaruh terhadap dugaan parameter yang di-
hasilkan [2].

Salah satu distribusi dari peubah acak kontinu yang ada dalam bidang statistik
adalah distribusi Normal. Distribusi Normal bergantung pada dua parameter yaitu
1 dan o2
bangkan dengan N (u,0?). Dalam tugas akhir ini, akan diduga parameter variansi
(0?) populasi yang berdistribusi Normal [8].

masing-masingnya sebagai nilai tengah dan simpangan baku yang dilam-

2. Landasan Teori

2.1. Distribust Normal

Definisi 2.1. [4] Suatu peubah acak X dikatakan memiliki sebaran Normal dengan
nilai tengah 1 dan variansi o2 jika memiliki fungsi kepekatan peluang dalam bentuk

(w5 p,0%) = \/2;76@ (; <x0”)2> , (2.1)

untuk —oo < x < 00, —00 < pu < 00 dan 0 < o < 0.

Peubah acak yang berdistribusi Normal dengan parameter p dan o? dapat di-
nyatakan dengan X ~ N (u, 02).

2.2. Distribust Gamma dan Invers Gamma

Definisi 2.2. [7] Peubah acak kontinu X dikatakan berdistribusi Gamma, dengan
parameter k > 0 dan 60 > 0, bila fungsi kepekatan peluangnya berbentuk:
1
[ @)= T

0, selainnya

" Lexp (—%) , x>0 (2.2)

Peubah acak X yang berdistribusi Gamma dengan parameter x dan 6 dapat
dinyatakan dengan X ~ GAM (k,0).

Definisi 2.3. [5] Jika peubah acak'Y berdistribusi Gamma, Y ~ GAM (k,0) maka

1 1
peubah acak X dengan X = v berdistribusi Invers Gamma, X ~ IG </<;, 9) dengan
fungsi kepekatan peluang:

i —(k+1) _ﬁ
fz) = { oK exp( z) , x>0, (2.3)

0, selainnya,

bila k >0 dan 6 > 0.

Peubah acak X yang berdistribusi Invers Gamma dengan parameter x dan 6
dapat dinyatakan dengan X ~ IG (k,0).
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2.3. Distribusi Uniform

Definisi 2.4. [1] Fungsi kepekatan peluang dari sebaran Uniform yaitu:

A a<ax<b,

f(x;mb):{b‘“’

0, selainnya.

2.4. Fungsi Likelihood

Definisi 2.5. [1] Fungsi likelihood adalah fungsi kepekatan peluang bersama dari
n peubah acak X1, Xo,--- , X, yang dihitung pada x1,x2, - - ,x, dinyatakan dalam
bentuk f(x1,22, - ,&n). Jika x1,29, -+ ,x, ditetapkan, maka fungsi likelihood
adalah fungsi dari parameter dan dinotasikan dengan f(xz|0). Jika X1, Xs,--- , X,
menyatakan suatu peubah acak dari f(xz;0), maka:

f(2]0) = f(z1;0) f(22;0) - - - f(w0;0)

n

=1 /@0

=1

2.5. Distribust Prior dan Posterior

Dalam metode Bayes, distribusi prior memiliki peran penting dalam pendugaan
parameter 0 yang tidak diketahui. Distribusi prior merupakan distribusi awal yang
memberikan informasi mengenai parameter dan harus ditentukan terlebih dahulu
sebelum merumuskan distribusi posteriornya. Pada dasarnya, distribusi prior dipilih
secara subyektif oleh peneliti terhadap suatu nilai parameter yang diduga.

Definisi 2.6. [1] Fungsi kepekatan peluang bersyarat dari 0 jika diketahui penga-
matan sampel x = (x1, T2, - ,xy,) disebut fungsi kepekatan peluang posterior, yang
diberikan dari:

f(z]0)f(0)

 (6la) = —
I 1(alo)f©) s

(2.5)

Definisi 2.7. [8] Nilai tengah dari distribusi posterior f(0|x1, 22, ,x,) dinyata-
kan dengan T, disebut penduga Bayes untuk 7(0).

2.6. Metode Jeffrey

Salah satu bentuk pendekatan dari prior non-informatif adalah dengan menggu-
nakan metode Jeffrey. Metode ini menyatakan bahwa disribusi prior f(6) merupakan
akar kuadrat dari informasi Fisher yang dinyatakan sebagai I(6).

Aturan Jeffrey

Distribusi prior f(6) dikatakan distribusi prior non-informatif dari parameter 6 jika
distribusi prior tersebut proporsional dengan akar dari informasi Fisher [2].

f(0) o</ 1(0),
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dengan informasi Fisher dari parameter 6 untuk suatu peubah acak =z =
(21,29, - ,x,) didefinisikan dengan:

1(0) = —E { 0(892)2 log f(x;e)} .

3. Pembahasan
3.1. Likelihood dari Distribust Normal

Jika diketahui X7, X5, -+, X,, peubah acak dari distribusi Normal, dengan X; ~
N(u,0?), dengan nilai tengah p diketahui, maka fungsi likelihood-nya adalah:

fzi;0%)
i=1
- 1 1 /x—p 2
zl;I1 \V2mo? P <2 ( o ) )
A
i=1

f(alo®) =

3.2. Analisis Bayesian untuk c? dengan Berbagai Prior
3.2.1. Distribusi Invers Gamma sebagai Prior Konjugat

Misalkan dipilih peubah acak o2 berdistribusi Invers Gamma dengan parameter
k = 1 dan 6 = 1, ditulis dengan 0% ~ IG(1,1) sebagai distribusi prior konjugat.
Fungsi kepekatan peluang dari o2 dapat dinyatakan dalam bentuk:

F(0?) = (0®) 2 exp (-(712) , 0% > 0.

Dengan demikian hasil kali fungsi likelihood dengan distribusi prior dapat ditulis
sebagai berikut:

n

> (wi — /L)Q
f(0?,x) = (6%) "% exp (;) x (2r0%) " Fexp |- ———— (3.1)

202
2+ Zl (z; — p)?

= @2m) 2 (0?) ) exp | - 5o

Selanjutnya, integralkan hasil kali fungsi likelihood dengan distribusi prior terhadap
o2, sehingga diperoleh:

2+ ;(Ii*u)z
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Dengan demikian, distribusi posterior untuk o2 yang bersyarat x dapat ditulis:

. 2+ 3 (wip)?
(2m) 78 (0?) (P exp | - | —Fr—

202
flo®lx) = -
. [ 2 imw? n
@m~: [ —=5—— | T (2+1)
n 2+1
242 (@i—p)? (#+1) n
2 (342) 2+ 3 (v —p)®

_ (242 _ i=1
S T 202

Atau dapat dinyatakan bahwa of|x ~ IG | 2 + 1,

3.2.2. Metode Jeffrey sebagai Prior Non-Informatif

Misalkan suatu peubah acak ¥ yang beranggotakan p dan ¢? yang saling bebas
atau ditulis ¥ = (u, 0?). Pada bagian ini distribusi dari peubah acak 1 inilah yang
dijadikan sebagai prior non-informatif, sehingga fungsi kepekatan peluang dari ¢

dapat ditulis f(8) = f(1,0%) = f(u)f(0?).
Prior non-informatif untuk f(o?):

2
f(Xip,0?) = 2;_2 exp <—; (x;M) )

1 1 1
log f (X1, 0%) = — log(2m) — 5 log(0*) — 55 (X — u)?

20
dlog f (X;u,0?) 1 1 9
= —_—— 7X—
do? 202+202( 2
dzlogf(X;u,oz)iiii(Xi 2
d(o2)? - 20t of K
1 1
2y _ 2
I(0") =-E ﬂ—;(—x‘ﬂ)
11,
=gt T 500
_
- 204
1

V202
Dengan demikian didapatkan distribusi prior non-informatif untuk f(o?) yaitu:

1 1
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Karena p nilainya diketahui atau dengan kata lain g merupakan suatu konstanta,
sehingga f (1) = ¢ (konstan). Dengan demikian diperoleh:

F(9) = ()f(0?) ox e x 75 o 5

o2’

Jadi distribusi prior non-informatif untuk f(9) oc 2.

Setelah didapatkan fungsi likelihood dan distribusi prior non-informatif, maka
dapat dicari distribusi posteriornya:

Fl) = —— SIS 0) .
] &) f(9) dudo

02=0 p=—00

Penjabaran untuk hasil kali fungsi likelihood dengan distribusi prior non-informatif
akan proporsional sama dengan:

. . > (@ —p)?
F9)F9) o (2m) 8 (02) (BT exp |~ =L

202

Pertama integralkan f(x|¢) () terhadap p sehingga diperoleh:

/OO FOel0) £9) e o (2m) % (2”) (%) 5 exp [‘W} |

n 202
p=—00

Selanjutnya, integralkan terhadap o2, sehingga diperoleh f(x)seperti berikut:

f(@) o (2m)"% <27j> <_<” _21)s2>—<"2‘1> r (” ; 1) .

Dengan demikian distribusi posterior bersama untuk u dan o2 bersyarat x adalah

sebagai berikut:

o (57 (250 7 e (52)) " | 5

Dengan mengintegralkan f(¢|xz) terhadap p, maka diperoleh distribusi posterior
marginal untuk o? bersyarat = yaitu:

f(UQIX)oc( )

(02)7(71771+1) exp [—(n _ 1)82] .
Atau dapat dinyatakan bahwa

_ _ 2
o2x ~ IG (n L (nl>8>

2 2
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3.2.3. Distribusi Uniform sebagai Prior Non-Konjugat

Misalkan dipilih peubah acak o2 berdistribusi Uniform dengan parameter ¢ = 0 dan
b = 1 atau ditulis dengan 02 ~ UNIF(0,1). Bentuk fungsi kepekatan peluangnya
adalah:

feH) =1, 0<0? < 1.
Dengan demikian hasil kali fungsi likelihood dengan distribusi prior akan sama den-
gan fungsi likelihood, sehingga integralnya sebagai berikut:
n ) -(3-1
o (S w-m
/f(a2)f(x|a2) do? = (2m) 7% | H— r (5 - 1) :
0

Distribusi posterior untuk o2 yang bersyarat = dapat diperoleh sebagai berikut:

n (2_1)
S @em?)

2 > (i —p)?
f(0’2|X) = T (ﬂ — ) (02)_(5) eXp = 252

Atau dapat dinyatakan

2 n =1
ojlx~IG| = -1
3 | 2 ) 2
Lo Jenis Disribusi Prior
Kriteria e .
Invers Gamma Jeffrey Uniform
Distribusi G (2 1 ’2"'2?:1(351'—!1)2) c (E '(n—1>s2) c (2 1 ’ZELI(xi—u)Z)
posterior 2 2 2 2 2 2
Nilai Tengah 247 (o —p)? (n—1)s? Y ()2
posterior n n—3 n—4
Variansi 2(2+30, (ximp)2)° 2(n=1)*s* 2(3, G- w)2)”
posterior n2(n—2) (n—3)2(n-5) (n—1)2(n—6)
Mean Squre 2ne?+4 (2n+2)c? (2n+16)c?
Error (MSE) n2 (n—3)2 (n—4)2

Gambar 1. Hasil Uraian Secara Analitik Distribusi Posterior dengan Menggunakan Tiga Jenis
Distribusi Prior

4. Kesimpulan

Berdasarkan pembahasan diketahui bahwa, untuk ketiga distribusi prior yang
berbeda diperoleh distribusi posterior yang proporsional sama dengan distribusi
invers Gamma.
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Gambar 2. Distribusi prior dari distribusi Invers Gamma, Jeffrey dan Uniform
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Gambar 3. Distribusi Posterior dari Prior Invers Gamma, Prior Jeffrey dan Prior Uniform
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