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Abstrak. Misalkan G = (V, E) suatu graf terhubung dan misal terdapat dua titik u,v €
V, jarak antara u dan v didefinisikan sebagai panjang lintasan terpendek antara v dan v
pada G yang dinotasikan dengan d(u,v). Untuk suatu himpunan A = {a1,a2, - ,ar} C
V dan suatu titik v pada G, r(v | A) = (d(v,a1),d(v,a2),- - ,d(v,ay)) disebut repre-
sentasi v relatif terhadap A. Himpunan A dinamakan himpunan pemisah dari G jika
semua titik di G mempunyai representasi yang berbeda. Himpunan pemisah dengan kar-
dinalitas minimum disebut himpunan pemisah minimum. Kardinalitas dari himpunan
pemisah tersebut dinamakan dimensi metrik dari G, dinotasikan dengan dim(G). Join
dari graf G dan H dinotasikan dengan G + H adalah Suatu graf yang diperoleh dengan
menghubungkan semua titik pada graf G ke setiap titik di graf H. Pada tulisan ini
diperoleh bahwa dim(W3 + C3) = 6 dan dim(W4 + Cy4) = 4.

Kata Kunci: Representasi, Himpunan Pemisah, Dimensi Metrik, Join

1. Pendahuluan

Pada navigasi robot, suatu robot bergerak dari satu titik ke titik lainnya pada
bidang dengan meminimalkan kesalahan yang terjadi dalam menerjemahkan petun-
juk (kode) yang didapat dari titik-titik lokasi yang dilaluinya. Untuk itu, setiap titik
lokasi pada bidang gerak robot harus memberikan kode yang berbeda dan unik. Jika
titik lokasi dipandang sebagai titik dan lintasan robot dipandang sebagai suatu sisi,
maka bidang gerak robot dapat direpresentasikan sebagai graf. Agar robot dapat
bergerak secara efisien, maka robot harus cepat menerjemahkan kode titik-titik
lokasi yang dilaluinya. Untuk itu, titik lokasi harus memiliki komponen seminimal
mungkin. Jika komponen kode titik lokasi menggunakan pengertian jarak, maka
masalah ini disebut dimensi metrik. [4]

Pada [2] telah dibahas tentang penentuan dimensi metrik dari graf K, (s,t >
1), Ks + K; (s > 1,¢t > 2), dan K, + (K71 U Ky) (s,t > 1). Selanjutnya pada [5]
dibahas dimensi metrik graf P, + P,, K,, + G untuk sebarang graf terhubung G,
dan P,, + K,,. Berdasarkan pengamatan penulis, belum ada yang meneliti dimensi
metrik dari graf W,, + C), untuk n € {3,4}, sehingga penulis tertarik untuk meneliti
dimensi metrik dari graf W,, + C,,.
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2. Landasan Teori
2.1. Definisi dan Terminologi Graf

Graf G didefinisikan sebagai pasangan himpunan (V,E), yang dalam hal ini V
adalah himpunan tidak-kosong dari titik-titik ( wvertices atau node) dan E adalah
himpunan sisi (edge atau arcs) yang menghubungkan sepasang titik. Suatu graf
dikatakan terbatas(finite) jika himpunan titik dan himpunan sisinya terbatas. Graf
yang hanya memiliki Suatu titik disebut graf ¢rivial. Suatu graf dikatakan sederhana
jika tidak memiliki loop dan sisi ganda. Pada tulisan ini graf yang dibahas adalah
graf sederhana.

Suatu jalan (walk) di G adalah barisan terbatas yang tidak kosong X = vy, e1,
V1, €2, - ,€n,Un. Jika sisi-sisi ey, eq, ---, e, pada suatu jalan semuanya berbeda
maka X dikatakan sebagai jejak (t¢rail). Jika ditambahkan bahwa vy, v1, -+, v,
adalah titik-titik yang berbeda maka X dikatakan sebagai suatu lintasan (path).
Lintasan dengan panjang n dilambangkan dengan P,. Titik v dan v dikatakan
terhubung jika terdapat Suatu lintasan dari u ke v di G. Graf G dikatakan graf ter-
hubung (connected graph) jika untuk sebarang titik v dan v di G saling terhubung.
Jarak dari u ke v dinotasikan dengan d(u, v) adalah panjang lintasan terpendek dari
u ke v di G. Diameter dari G adalah maksimum jarak antara dua titik di G yang
dinotasikan dengan diam(G).

Suatu jalan dikatakan tertutup jika memiliki titik asal dan titik ujung yang
sama. Suatu jejak tertutup yang titik asal dan titik internalnya berbeda dinamakan
lingkaran (cycle). Graf roda adalah graf yang diperoleh dari suatu lingkaran dengan
menambahkan suatu titik baru dan sisi-sisi yang menghubungkannya ke setiap titik
di lingkaran. Graf roda yang memiliki n titik pada lingkarannya dinotasikan dengan
Wi

2.2. Operasi Join pada Graf

Join dari graf G dan H dinotasikan dengan G + H adalah suatu graf yang diper-
oleh dengan menghubungkan semua titik pada graf G ke setiap titik di graf H [1].
Misalkan V(C,) = {z;;1 < j <n} dan E(C,) = {zjz;11;1 < j <n—1}U{z12,}
adalah himpunan titik dan himpunan sisi untuk graf C,. Misalkan V(W,,) =
{ey1 <i<n} dan E(W,) = {cyi; 1 <i <n}pU{yyir;1 <i<n—1}U{yiyn},
maka graf (W,, + C,,) memiliki himpunan titik dan himpunan sisi sebagai berikut.
V(W +Cp) ={eysl <i<njU{z;1 <j<n}
E(W,+Cn) ={eyi;1 i <n}pU{yiyiy; 1 <i<n—1}U{yiyn}
U{zjzj1151 <j<n—1}U{z12,}
U {xiyj, cxi; 1 < 4,5 <n}.

2.3. Dimensi Metrik pada Graf

Misalkan G = (V, E) suatu graf terhubung dan misal terdapat dua titik uw,v €
V', jarak antara v dan v didefinisikan sebagai panjang lintasan terpendek antara
u dan v pada G yang dinotasikan dengan d(u,v). Untuk suatu himpunan A =
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{a1,a2, - ,ar} C V dan suatu titik v pada G, maka
T(U | A) = (d(’U, al)a d(’U, aQ)a o 7d(1}, ak‘))

disebut representasi v relatif terhadap A. Himpunan A dinamakan himpunan
pemisah dari G jika semua titik di G mempunyai representasi yang berbeda. Him-
punan pemisah dengan kardinalitas minimum disebut himpunan pemisah minimum.
Kardinalitas dari himpunan pemisah tersebut dinamakan dimensi metrik dari G,
dinotasikan dengan dim(G) [2].

Teorema 2.1. [2] Misal G adalah graf terhubung dengan banyak titik n > 2, maka
dim(G) =1 jika dan hanya jika G = P,.

Teorema 2.2. [2] Jika C,, adalah graf lingkaran dengan n titik dan n > 3, maka
dim(C,,) = 2.

Teorema 2.3. [6] Jika W,, adalah graf roda dengan n > 3 maka

27
3, n =3 atau n = 6,

3+ 2k, n =7+ 5k atau 8 + 5k,

4+ 2k, n =9+ 5k atau 10 + 5k atau 11 + 5k, untuk k > 0.

n =4 atau n =5,

dim(W,,) =

Teorema 2.4. [3] Untuk sebarang graf terhubung G dan H,
dim(G + H) > dim(G) + dim(H).

3. Dimensi Metrik dari Graf W,, 4+ C,,, untuk n € {3,4}
Pada bab ini akan dibahas dimensi metrik dari graf W,, + C,, untuk n € {3,4}.

Teorema 3.1. Misalkan W, adalah graf roda dengan n + 1 titik dan C,, adalah
graf lingkaran dengan n titik, dengan n > 3, maka

. 6, ataun =3,
dim(Wo + Cn) = {4, atau n = 4.
Bukti. Pembuktian Teorema ini ditulis dalam dua kasus berdasarkan nilai n seba-
gai berikut.
Kasus 1 : untuk n = 3. Misalkan V(W3) = {y1, 92, y3,c} dan V(C3) = {x1, 22,23}
sehingga V (W3+C3) = {y1, Y2, ¥3, ¢, 1, T2, 23 }. Berdasarkan Teorema 2.4 diperoleh
dim(W3 + C5) > 5. Pilih A = {x9, 3, y1,¥y2,y3} adalah himpunan pemisah untuk
graf W5 + C5 dengan |A| = 5. Karena pada W3 + C3 semua titik saling bertetangga,
maka untuk sebarang dua titik di W3 + C'3 yang bukan anggota A representasinya
akan sama yaitu (1,1,1,1,1), sehingga haruslah dim(W3 4+ C3) > 6. Selanjutnya
pilih A = {x1, z2, 23,91, Y2, Y3 }. Representasi titik yang merupakan anggota A akan
selalu berbeda karena posisi angka '0’ pada representasinya kan selalu berbeda. Un-
tuk titik ¢ yang bukan anggota A, r(c[4) = (1,1,1,1,1,1).
Karena representasi setiap titik terhadap A berbeda maka diperoleh bahwa A adalah
himpunan pemisah minimum untuk graf W3 4+ C3 dan diperoleh dim(W3 4+ C3) =6
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Kasus 2: untuk n = 4.

Berdasarkan Teorema 2.4 diperoleh dim(W, + C,) > 4. Misalkan V(W) =
{y1,92,y3,y4,c} dan V(Cy) = {1, 22, x3, 24} sehingga V(Wi + C4) = {y1, 92,
Y3, Y4, C, 1, T2, T3, T4 }. Selanjutnya misalkan A = {x1, z2, 41, y2} adalah himpunan
pemisah untuk graf W+ Cy, maka semua titik yang menjadi anggota A akan memi-
liki representasi yang berbeda karena angka ’0’ terletak pada posisi yang berbeda
untuk setiap titik. Untuk titik bukan anggota A representasinya adalah sebagai
berikut

T(x3|A) = (27 1,1, 1) T(y3|A) = (17 1,2, 1)
r(xz4|A) = (1,2,1,1) r(ys]4) = (1,1,1,2)
r(cld) = (1,1,1,1)

Karena representasi setiap titik terhadap A berbeda maka diperoleh dim(W, +
C4) < 4 dan A adalah himpunan pemisah minimum untuk Wy + C,. Akibatnya
dlm(W4 + 04) =4. O

Gambar 1. Cara menentukan anggota A pada W3 + C3 (Catatan: (1) Titik didalam persegi
adalah titik yang merupkan anggota himpunan pemisah. (2) Penggunaan warna untuk sisi graf
tidak memiliki makna khusus.)

4. Kesimpulan

Pada tulisan ini diperoleh bahwa misalkan W, adalah graf roda dengan n + 1 titik
dan C,, adalah graf lingkaran dengan n titik, dengan n > 3, maka

6, ataun =3,

(W + Cn) = {4 atau n = 4
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Gambar 2. Cara menentukan anggota A pada Wy + Cy
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