Jurnal Matematika UNAND

Vol. VII No. 2 Hal. 179 — 186

ISSN : 2303-291X

©Jurusan Matematika FMIPA UNAND

SOLUSI UNTUK PERSAMAAN MATRIKS
AXB+CYD=EFE

SHENNA MIRANDA

Jurusan Matematika,
Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam, Universitas Andalas,
Kampus UNAND Limau Manis Padang, Indonesia,
email : shennamiranda06@gmail.com

Abstrak. Penentuan solusi dari suatu persamaan matriks AXB + CY D = E untuk
kasus dimana matriks A, B, C dan D tidak hanya bujursangkar dapat ditentukan dengan
menggunakan persamaan Penrose. Pada makalah ini akan dikaji tentang solusi X dan
Y dari persamaan matriks A XB+ CYD = E.
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1. Pendahuluan

Sebuah matriks dikatakan mempunyai invers jika matriks tersebut bujursangkar
dan nonsingular. Jika A adalah matriks berukuran n x n dan terdapat matriks
A~ sedemikian sehingga AA™! = A~'A = I, maka A disebut invertibel dan A~*
disebut invers dari matriks A [1].

Pada tahun 1920 E.H Moore mendeskripsikan salah satu jenis invers matriks
yang dikenal dengan nama generalisasi invers. Generalisasi invers merupakan per-
luasan dari konsep invers matriks, dimana invers matriks tidak lagi hanya un-
tuk matriks yang nonsingular. Kemudian pada tahun 1955 Roger Penrose berhasil
mendeskripsikan empat persamaan yang harus dipenuhi untuk menentukan general-
isasi invers [2]. Persamaan tersebut dikenal sebagai persamaan Penrose.

Misalkan diberikan matriks A € M, ,, B € M, ,,C € M, ., D € M 4, FE €
M, q- Selanjutnya akan ditentukan solusi dari

AXB+CYD =E, (1.1)

dimana {1}-invers dari masing-masing matriks A, B,C, D memenuhi persamaan
Penrose (1) AXA = A. Pada makalah ini akan dikaji tentang solusi X dan Y dari
persamaan AXB 4+ CYD = E.

2. Persamaan Penrose

Pada tahun 1955, Penrose [2] menunjukkan bahwa setiap matriks A dari elemen real
atau kompleks, terdapat matriks tunggal X sehingga memenuhi empat persamaan
Penrose. Persamaan inilah yang menjadi dasar adanya generalisasi invers suatu
matriks. Empat persamaan Penrose tersebut adalah sebagai berikut:
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(1) AXA = A.
(2) XAX = X.
(3) (AX)* = AX.
(4) (XA)* = XA.

dimana A € Cyyxn, X € Cpxm, dan A* adalah konjugat transpose dari matriks
A. Generalisasi invers X yang memenuhi keempat persamaan Penrose dinamakan
dengan Invers Moore-Penrose dan dinotasikan dengan X = AT [1].

Teorema 2.1. [2] Jika A € C,,«,, matriks nonsingular, maka AT = A=%.

Definisi 2.2. [2] Misalkan A € Cpxpn dan X € Chxm, matriks X disebut {1}
-invers dari matriks A jika memenuhi persamaan AXA = A dan selanjutnya dino-
tasikan dengan X € A{1} atau A,

Lema 2.3. [2 Misalkan A € Cp,xn. Maka

(1) AMA = I, jika dan hanya jika rank (A(l)A) =n.
(2) AAM = I jika dan hanya jika rank (AA(l)) =m.

3. Eksistensi dan Konstruksi dari 1-invers

Teorema 3.1. [2] Misalkan A € Cpxpn dengan rank(A) = r, € € Cpxm dan
P € C,,xn, merupakan matriks nonsingular sedemikian sehingga

I, K }
0(m—7")><7" O(m—r)x(n—r) ’

CAP = [

dimana K € C,y (n—p), maka {1}—invers dari A dapat dibentuk dari matriks partisi
berikut ini

A0 —p| I Ouxm-n | &
O(n_r) xXr L ’

dengan L € C(p_p)x (m—r)
Bukti. Misalkan P € C,y«, dan € € C,,x.,m, keduanya merupakan matriks non-

singular, maka terdapat P~! € C,,y, sedemikian sehingga P~!P = PP~! = I,
dan ¢! € C,,xm sedemikian sehingga ¢~ '€ = ¢¢~! = I,,,. Perhatikan bahwa

CAP = L K
O(m—r)xr O(m—r)x(n—r)
cleapptogt| K Pt
_O(mfr)xr O(mfr)x(nfr) ]
(e te)A(PP) =t L K pt
_O(m—r)xr O(m—r)x(n—r) i
A=c¢! I K Pt
_O(mfr)xr O(mfr)x(nfr) i

Akan ditunjukkan A®) merupakan {1}— invers dari A. Perhatikan bahwa
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AAp =g | T K poip| I Oxmen] g
_O(mfr) xXr O(mfr)x(nfr) ] O(nfr)xr L
| b K pa
_O(m—r) xXr O(m—r)x(n—r) i
= 671 [ IT K ] P*l
_O(mfr) xXr O(mfr)x(nfr) i
= A' O

4. Solusi dari Sistem Linier

Pada bagian ini, akan dijelaskan dua sifat yang digunakan untuk memperoleh dua
hasil yang diketahui pada persamaan matriks linier yang mana turunannya relevan
dengan hasil akhir dalam bahasan kajian ini.

Lema 4.1. [2] Misalkan A € My, n, B € M, 4, dan C € M, 4, maka persamaan
AXB =0, (4.1)

adalah konsisten (punya solusi) jika dan hanya jika untuk suatu A®M dan BM
berlaku:

AAYCBYB =, (4.2)
atau ekivalen dengan
AAWC = C dan CBYB = C. (4.3)

Jika persamaan (4.2) dan (4.3) berlaku, maka representasi dari solusi umumnya
adalah

X =AWCBW 4+ U - AV AUBBWY, (4.4)

dengan U € My, ,,

Bukti. Andaikan X memenuhi persamaan AX B = C. Maka

C=AXB

= AAMWAXBBY B,

= AAYCBWB.
Sebaliknya, jika C' = AAMCBM B maka AMCBM adalah solusi yang memenuhi
persamaan AXB = C.
Selanjutnya akan ditentukan solusi umum dari persamaan (4.1). Jika AXB = 0
maka terdapat X = U — A AUBBW yang merupakan solusi khusus dari AXB =
0. Karena X = AWCBW dan Xy = U — AV AUBB® maka

X =X + X,
= AWCBW 1 U - AV AUBBW.
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Sehingga untuk setiap matriks X yang memenuhi persamaan (4.1) representasi
solusi umum diperoleh

X =AWCBW 4+ U - AV AUBBWY,

dengan variabel sebarang U € 9, ;. O

Lema 4.2. [3] Misalkan A, € gﬁml,na B, € 93?,)7(11,01 S mmhql,AQ S man, By €
My, 4., dan Co € My, 4, dan misalkan masing-masing persamaan

AlXBl = Cl dan AQXBQ = 027 (45)

menjadi konsisten (punya solusi). Maka solusi umum untuk persamaan ini ada jika
dan hanya jika

A4V, BV B = 4AVc, BV B, (4.6)

untuk beberapa g-invers Agl), B;l), A(Ql) dan Bél) dan untuk beberapa matriks A dan
B sedemikian sehingga

R(A) = R(Al) N R(AQ) dan C(B) = C(Bl) N C(BQ)

dengan R(A) menyatakan ruang baris A dan C(B) menyatakan ruang kolom B.

5. Solusi Untuk Persamaan Matriks A XB+ CYD =F

Teorema 5.1. [4] Misalkan A € My, , B € My, ,,C € My, ., D € My, dan
E € My, 4. Persamaan

AXB+CYD =E, (5.1)
konsisten (punya solusi) jika dan hanya jika persamaan berikut berlaku:
(1 - AA<1>) (E—CYD) =0 (5.2)
dan
(E - CYD) (I - BB<1>) = 0. (5.3)

Bukti. (=) Diketahui AXB + CY D = E konsisten. Akan dibuktikan
(I - AA<1>) (E—CYD) =0,
(E - CYD) (1 - B<1>B) = 0.

Diberikan persamaan

AXB+CYD =E,
AXB=E - CYD, (5.4)

dimana matriks A € My, , B € M, ,,C € M, ., D € M, , adalah sebarang ma-
triks dengan ukuran tertentu. Karena AX B 4+ CY D = F konsisten, maka terdapat
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X sebarang solusi yang memenuhi persamaan (5.4). Jika X memenuhi persamaan
Penrose (1), maka

AAVAXBBYB = E - CYD.
Karena AXB = FE — CY D, maka

AAVAXBBYB = E - CYD,
AAY (E-CcYyD)BYB =E-CYD. (5.5)

Berdasarkan Lema 4.1, persamaan (5.5) ekivalen dengan

AAY (E-CYD)=E-CYD, (5.6)
(E-CYD)BYB=FE-CYD.

Sehingga dapat ditulis
(1 - AA<1>) (E—CYD) =0,
(E - CYD) (1 - B(l)B) = 0.

Jikn AXB + CYD = E konsisten maka (I —AAW)(E—CYD) = 0 dan
(E—-CYD)(I-BWYB) =0.
(«=) Diketahui

(1 - AA<1>) (E—CYD) =0,
(E - CYD) (1 - B<1>B) = 0.

Akan dibuktikan AX B + CY D = FE konsisten. Pandang persamaan (5.2).
(1 - AA<1>> (E—CYD) =0,

E—-CYD—AAVE + AAVCYD =0,
E—-CYD—-AAY (E—-CYD) =0,
AAV (E—-CYD)=FE—-CYD. (5.8)

Pandang persamaan (5.3)

(E - CYD) (I - B(l)B> =0,
E—-EBWB_cyD+CcYDBWB =0,
E-CYD-EBYB+CYDBYB =0,

E-CYD— (EB<1>B - OYDB<1>B) —0,
(E-CYD)BYB=FE-CYD.
Berdasarkan Lema 4.1, persamaan (5.8) dan (5.9) dapat ditulis dalam bentuk

AAV (E-CYD)BYB =E—-CYD.
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Karena AAM) (E — CYD) BB = E—CY D, maka terdapat A (E — CY D) BM
yang memenuhi persamaan. Misalkan X = A" (E — CY D) BV, maka
AAY (E—-CYD)BYB =E-CYD,
AXB=FE-CYD,
AXB+CYD=FE.
Sehingga, untuk AAM (E—-CYD) BWB = E — CY D yang memenuhi persamaan
AXB = E — CY D terdapat sebarang solusi X = A (E — CY D) BM.
Jadi, jika (I — AAW) (E — CYD) =0 dan (E — CYD) (I — BYB) = 0 terpenuhi
maka AXB + CY D = F konsisten (punya solusi). |

Selanjutnya untuk menentukan solusi dari Y, misalkan persamaan (5.2) dan per-
samaan (5.3) sebagai berikut:

G = (I-AAW)C, (5.9)
H = D(I - BYB), (5.10)
Berdasarkan persamaan (5.10) dapat ditulis
GYD = (I - AA<1>) E, (5.11)
dan berdasarkan persamaan (5.10) dapat ditulis
CYH=E (I - B<1>B> . (5.12)
Selanjutnya, berdasarkan Lema (4.1), persamaan (5.1) mempunyai solusi jika dan
hanya jika
lelely (I - AA<1>> EDWD = (J - AA<1>) E, (5.13)
ccWp (1 - B<1>B) HYH = F (I - B<1>B) . (5.14)

Berdasarkan Lema (4.2) maka persamaan (5.13) dan (5.14) dapat ditulis
lelely (I - AA<1>) EDWD = ccWE (1 - B<1>B) HOH (5.15)
Misalkan matriks G,C' = L dan matriks D, H = M maka
LG (1 - AA(”) EDWN = LcWE (I - B<1>B) HOM, (5.16)
dimana L dan M dalam persamaan (5.16) adalah beberapa matriks sedemikian
sehingga
R(L) =R(G)NR(C)
dan
C(M)=C(D)NC(H).

Tetapi dari persamaan (5.10) dan persamaan (5.10), terlihat bahwa R(G) C R(C)
dan C(H) C C(D) dengan demikian G dan H merepresentasikan L dan M. Sehingga
jelas bahwa kondisi (5.16) adalah implikasi dari kondisi (5.13) dan (5.14). Untuk
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menyimpulkan kriteria solusi yang ekivalen seperti persamaan (4.2) dan persamaan
(4.3) dalam Lema (4.1), sehingga kondisi (5.13) dan (5.14) dapat diganti dengan 4
kondisi sederhana berikut :

(I - GG<1>) (I - AA<1>) E=0, (5.17)
(I - AA<1>) B (I - D<1>D) =0, (5.18)
(I - Cc<1>> E (I - B<1>B> =0, (5.19)
E (I - B(l)B) (1 - H(l)H> = 0. (5.20)

Andaikan persamaan (5.1) konsisten, maka kondisi (5.13) dan (5.14) ekivalen de-
ngan kondisi (5.17) - (5.20) adalah terpenuhi. Terlihat dari Lema (4.1), yang merep-
resentasikan solusi umum untuk (5.11) yaitu :

Y =GO (I - AA<1>) EDW + 7 - GOGTDDW, (5.21)

dimana T € M, 5. Selanjutnya, dengan menerapkan Lema 4.1 pada persamaan (5.4)
diperoleh representasi solusi umum X yaitu:

X =AY (E-0cYyD)BY + 7 - AV AZBBW, (5.22)

dimana Z € 9M,, .
Diperoleh solusi untuk persamaan matriks AX B + CY D = E adalah:

X =AY (E-cyD)BY + 7z - AV AZBBW, (5.23)
dimana Z € M,, .
Y =GO (1 - AA<1>) EDW + T - GOGTDDW, (5.24)

dimana T' € M, ,.

6. Kesimpulan

Berdasarkan pembahasan dalam makalah ini, yaitu mengenai solusi untuk per-
samaan matriks AXB + CY D = E, maka kesimpulan yang dapat diambil adalah:

(1) Generalisasi invers merupakan perluasan dari konsep invers dimana invers ma-
triks tidak hanya dimiliki oleh matriks nonsingular.
(2) Penentuan solusi untuk persamaan matriks AX B 4+ CY D = E memiliki taha-
pan sebagai berikut:
(a) Menentukan {1}-invers dari masing-masing matriks A, B M D),
(b) Agar persamaan konsisten (punya solusi), periksa apakah {1}-invers dari
masing-masing matriks memenuhi persamaan (5.2) dan (5.3).
(c) Jika memenuhi persamaan (5.2) dan (5.3), tentukan solusi matriks X dan
matriks Y

X =AWeBW 41U - AV AUBBW, (6.1)
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dimana U € M, 5.
)f:GW(I—AAm)ED“%yT—GmaTDDm, (6.2)

dimana T' € M, ;.

(d) Substitusikan matriks X dan matriks YV yang diperoleh ke persamaan
AXB+CYD = E,

(3) Dari tahapan yang dilakukan, terbukti bahwa hasil dari matriks AXB + CY D
adalah matriks F.
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