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Abstrak. Generalisasi invers (g-invers) adalah salah satu jenis invers matriks. Tidak
hanya pada matriks biasa, g-invers juga berlaku pada matriks fuzzy. Untuk setiap ma-
triks fuzzy A berukuran m × n, terdapat matriks X ∈ Fnm sehingga memenuhi bebe-

rapa persamaan Penrose. Matriks X ∈ Fnm dikatakan g-invers dari A, jika X minimal
memenuhi persamaan yang pertama dari persamaan Penrose yaitu AXA = A dengan
menggunakan operasi penjumlahan dan perkalian pada matriks fuzzy. Pada jurnal ini
dibahas bagaimana sifat-sifat dari g-invers kuadrat terkecil, g-invers norm minimum,

dan invers Moore Penrose pada matriks fuzzy.
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1. Pendahuluan

Matriks dan operasinya merupakan hal yang erat kaitannya dengan bidang al-

jabar linier. Konsep dari suatu matriks sangat berguna untuk menyelesaikan per-

masalahan dalam ilmu matematika modern, salah satunya adalah penyelesaian per-

masalahan dengan menggunakan konsep invers matriks. Matriks fuzzy adalah ma-

triks yang entri-entrinya bilangan yang berada pada selang tutup [0, 1].

Pada tahun 1920 E.H Moore mendeskripsikan salah satu jenis invers matriks

yang dikenal dengan nama generalisasi invers. Generalisasi invers (g-invers) meru-

pakan perluasan dari konsep invers matriks. Kemudian pada tahun 1955 Roger

Penrose berhasil mendeskripsikan empat persamaan yang harus dipenuhi untuk

menentukan g-invers. Persamaan tersebut dikenal dengan nama persamaan Pen-

rose [1]. Tidak hanya pada matriks biasa, g-invers juga berlaku pada matriks fuzzy.

Matriks fuzzy yang memiliki g-invers disebut matriks fuzzy regular. Pada paper ini

akan dibahas bagaimana sifat-sifat g-invers kuadrat terkecil, g-invers norm mini-

mum, dan invers Moore Penrose pada matriks fuzzy.

2. Tinjauan Teori

Berikut adalah beberapa definisi dan materi dasar pada matriks fuzzy.

Definisi 2.1. [4] Matriks A = [aij] dikatakan matriks fuzzy jika aij ∈ [0,1].
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Definisi 2.2. [4] Misalkan matriks fuzzy A = [aij ] dan B = [bij ]. Matriks A ≥ B

jika aij ≥ bij dan A ≤ B jika aij ≤ bij, ∀ i,j.

Definisi 2.3. [2] Untuk A ∈ Fmn, transpos dari A diperoleh dengan memper-

tukarkan baris-baris dan kolom-kolom dari A, dan dilambangkan dengan AT .

Definisi 2.4. [4] Misalkan A,B, dan C suatu matriks fuzzy, dengan A = [aij ]

berukuruan n × p, B = [bij ] berukuran m × n, C = [cij ] berukuran n × p, dan

k ∈ [0, 1]. Didefinisikan operasi sebagai berikut:

(1) A + C = (max{aij , cij}).
(2) kA = (min{k, aij}).

(3) BC = (
∑p

k=1 bik ckj) = (max{min{bik, ckj}}).
(4) AT = (aji) (transpose dari A).

Teorema 2.5. [2] Misalkan A,B ∈ Fmn, maka berlaku:

(1) (AT )T = A.

(2) (AB)T = BTAT .

Definisi 2.6. [2] Ruang baris dari matriks A yang berukuran m× n, ditulis R(A)

adalah subruang dari Vn yang dibangun oleh baris-baris dari A. Ruang kolom dari

matriks A yang berukuran m×n, ditulis C(A) adalah subruang dari Vn yang diban-

gun oleh kolom-kolom dari A, dan C(A) = R(AT ).

Proposisi 2.7. [2] Misalkan A dan B adalah matriks fuzzy berukuran m×n, maka

berlaku:

(1) R(B) ⊆ R(A) jika dan hanya jika B = XA untuk suatu matriks X ∈ Fmm.

(2) C(B) ⊆ C(A) jika dan hanya jika B = AY untuk suatu matriks Y ∈ Fnn.

Invers Matriks Fuzzy

Generalisasi invers (g-invers) adalah salah satu jenis invers matriks. Tidak hanya

pada matriks biasa, g-invers juga berlaku pada matriks fuzzy. Untuk setiap matriks

fuzzy A berukuran m×n, terdapat matriks X ∈ Fnm sehingga memenuhi beberapa

persamaan Penrose yaitu:

(1) AXA = A.

(2) XAX = X.

(3) (AX)T = AX.

(4) (XA)T = XA.

Matriks X ∈ Fnm dikatakan g-invers dari A, jika X minimal memenuhi persamaan

yang pertama dari persamaan Penrose yaitu AXA = A dengan menggunakan op-

erasi penjumlahan dan perkalian pada matriks fuzzy.

Berikut adalah definisi dan teorema invers pada matriks fuzzy.

Definisi 2.8. [2] Misal A− adalah suatu g-invers dari A, matriks A adalah regular

jika memenuhi AA−A = A
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Teorema 2.9. [2] Misalkan A ∈ Fmn adalah matriks fuzzy regular, X adalah g-

invers dari A, maka R(A) = R(XA), dan C(A) = C(AX).

Teorema 2.10. [2] Jika A ∈ Fmn dengan R(A) = R(ATA), maka ATA adalah

matriks fuzzy regular jika dan hanya jika A adalah matriks fuzzy regular. Jika

A ∈ Fmn dengan C(A) = C(AAT ), maka AAT adalah matriks fuzzy regular jika

dan hanya jika A adalah matriks fuzzy regular.

Definisi 2.11. [2] Untuk A ∈ Fmn, jika terdapat X ∈ Fnm sedemikian sehingga

AXA = A dan XAX = X, maka X disebut invers semi atau {1, 2} invers dari A.

Himpunan {1, 2} invers dari A dilambangkan sebagai A{1, 2}.

Teorema 2.12. [2] Misalkan A ∈ Fmn, Y, Z ∈ A{1} dan X = Y AZ, maka X ∈
A{1, 2}.

3. g-Invers Kuadrat Terkecil, g-Invers Norm Minimum, dan Invers

Moore Penrose

Pada bagian ini, akan dibahas bagaimana sifat-sifat dari g-invers kuadrat terkecil,

g-invers norm minimum, dan invers Moore Penrose pada matriks fuzzy.

3.1. g-Invers Kuadrat Terkecil

Definisi 3.1. [2] Untuk A ∈ Fmn, suatu matriks G ∈ Fnm dikatakan {1, 3} invers

dari A atau g-invers kuadrat terkecil dari A jika AGA = A dan (AG)T = (AG).

Teorema 3.2. [2] Untuk A ∈ Fmn, A mempunyai {1, 3} invers jika dan hanya jika

ATA adalah matriks fuzzy regular dan R(ATA) = R(A).

Bukti. (⇒) Misal A ∈ Fmn, dan A mempunyai {1, 3} invers, akan ditunjukkan

ATA adalah matriks fuzzy regular dan R(ATA) = R(A).

Misal A mempunyai {1, 3} invers X, berarti:

AXA = A dan (AX)T = AX (Definisi 3.1),

sehingga A regular, maka:

AT (AXA) = ATA

(ATAX)A = ATA, (3.1)

sehingga berdasarkan Proposisi 2.7 diperoleh R(ATA) ⊆ R(A). Selanjutnya,

(AX)TA = AXA

XTATA = A

XT (ATA) = A, (3.2)

sehingga berdasarkan Proposisi 2.7 diperoleh R(A) ⊆ R(ATA). Dari persamaan

(3.1) dan persamaan (3.2) diperoleh R(A) = R(ATA).
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Selanjutnya, akan dibuktikan ATA adalah regular. Sebelumnya diperoleh A reg-

ular, maka dari Teorema 2.9 diperoleh R(A) = R(XA), akibatnya, R(ATA) =

R(A) = R(XA). Dari persamaan (3.3) dan Proposisi 2.7 diperoleh R(ATA) ⊇
R(XA), sehingga diperoleh XA = Y ATA untuk suatu matriks fuzzy Y.

Perhatikan bahwa untuk suatu matriks fuzzy Y berlaku:

Y ATA = XA

ATA(Y ATA) = ATA(XA)

(ATA)Y (ATA) = AT (AXA)

(ATA)Y (ATA) = ATA,

sehingga dari Definisi 2.8, terbukti ATA adalah matriks fuzzy regular.

(⇐) Misal ATA adalah matriks fuzzy regular dan R(ATA) = R(A). Akan di-

tunjukkan A mempunyai {1, 3} invers, yaitu dengan menunjukkan:

(i) AY A = A.

(ii) (AY )T = AY , untuk suatu Y ∈ Fnm (Definisi 3.1).

Dari R(ATA) = R(A) diperoleh R(A) ⊆ R(ATA), sehingga diperoleh A = XATA.

Pilih Y = (ATA)−AT , maka:

AY A = (XATA)((ATA)−AT )A

= X((ATA)(ATA)−(ATA))

= X(ATA) ( Definisi 2.8)

= XATA

= A,

AY = (XATA)((ATA)−AT )

= (XATA)((ATA)−(ATAXT ))

= X((ATA)(ATA)−(ATA))XT

= X(ATA)XT ( Definisi 2.8)

= X(ATAXT )

= X(XATA)T

= XAT ,

(AY )T = (XAT )T

= AXT

= (XATA)XT

= X(ATAXT )

= X(XATA)T

= XAT

= AY.

Dari (i) dan (ii) terbukti bahwa A mempunyai {1, 3} invers.
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Teorema 3.3. [2] Misalkan A ∈ Fmn suatu matriks fuzzy regular, dengan ATA

adalah matriks fuzzy regular dan C(AT ) = C(ATA), maka

(ATA)−AT ∈ A{1, 2, 3}.

Bukti. Misal A ∈ Fmn matriks fuzzy regular, dengan ATA adalah matriks fuzzy

regular dan C(AT ) = C(ATA), maka

C(AT ) ⊆ C(ATA). (3.3)

Akan ditunjukkan Y = (ATA)−AT ∈ A{1, 2, 3}, yaitu dengan menunjukkan:

(i) AY A = A

(ii) Y AY = Y

(iii) (AY )T = AY , untuk suatu Y ∈ Fnm.

Dari persamaan (3.3) dan berdasarkan Proposisi 2.7 diperoleh

ATAX = AT untuk suatu X ∈ Fnm.

Dengan mentransposkan kedua sisi, diperoleh:

A = XTATA.

Maka:

AY A = (XTATA)((ATA)−AT )A

= XT ((ATA)(ATA)−(ATA))

= XT (ATA) ( Definisi 2.8)

= XTATA

= A,

Y AY = Y (XTATA)((ATA)−AT )

= Y (XTATA)((ATA)−(ATAX))

= Y XT ((ATA)(ATA)−(ATA))X

= Y XT (ATA)X ( Definisi 2.8)

= Y (XTATA)X

= Y AX
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= ((ATA)−AT )AX

= (ATA)−(ATAX)

= (ATA)−(XTATA)T

= (ATA)−AT

= Y,

AY = (XTATA)((ATA)−AT )

= (XTATA)((ATA)−(ATAX))

= XT ((ATA)(ATA)−(ATA))X

= XT (ATA)X ( Definisi 2.8)

= (XTATA)X

= AX,

(AY )T = (AX)T

= XTAT

= XT (ATAX)

= (XTATA)X

= AX

= AY.

Dari uraian di atas terbukti bahwa Y = (ATA)−AT ∈ A{1, 2, 3}.

3.2. g-Invers Norm Minimum

Definisi 3.4. [2] Untuk A ∈ Fmn, suatu matriks G ∈ Fnm dikatakan {1, 4} invers

dari A atau g-invers norm minimum dari A jika AGA = A dan (GA)T = (GA).

Akibat dari Definisi 3.1 dan Definisi 3.4, jelas bahwa G ∈ A{1, 3} jika dan hanya

jika GT ∈ AT {1, 4}.

Teorema 3.5. [2] Untuk A ∈ Fmn, A mempunyai {1, 4} invers jika dan hanya jika

AAT adalah matriks fuzzy regular dan C(AAT ) = C(A).

Bukti. A mempunyai {1, 4} invers

⇔ AT mempunyai {1, 3} invers

⇔ AAT regular dan R(AAT ) = R(AT )

⇔ AAT regular dan C(AAT ) = C(A)

Cara pembuktiannya sama dengan Teorema 3.2.

Teorema 3.6. [2] Misalkan A ∈ Fmn suatu matriks fuzzy regular, dengan AAT

adalah matriks fuzzy regular dan R(AT ) = R(AAT ), maka AT (AAT )− ∈ A{1, 2, 4}.

Bukti. Cara pembuktian sama dengan Teorema 3.3.
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3.3. Invers Moore Penrose

Definisi 3.7. [2] Untuk A ∈ Fmn, jika G ∈ Fnm adalah {1, 3} invers dan {1, 4}
invers, maka G dikatakan invers Moore Penrose dari A, dan dilambangkan sebagai

A+.

Teorema 3.8. [2] Misalkan A ∈ Fmn adalah matriks fuzzy regular, maka

A(1,4)AA(1,3) = A+.

Bukti. Misalkan A ∈ Fmn adalah matriks fuzzy regular, akan ditunjukkan

A(1,4)AA(1,3) = A+. Misal X = A(1,4)AA(1,3), dan berdasarkan Teorema 2.12 diper-

oleh X ∈ A{1, 2}. Akan ditunjukkan:

(a) (AX)T = AX.

(b) (XA)T = XA.

Perhatikan bahwa :

AX = A(A(1,4)AA(1,3))

= (AA(1,4)A)A(1,3)

AX = AA(1,3) ( Definisi 2.8),

(AX)T = (AA(1,3))T

= AA(1,3) ( Definisi 3.1)

(AX)T = AX,

sehingga diperoleh A ∈ {1, 3} invers.

XA = (A(1,4)AA(1,3))A

= A(1,4)(AA(1,3)A)

XA = A(1,4)A ( Definisi 2.8),

(XA)T = (A(1,4)A)T

= A(1,4)A ( Definisi 3.4)

(XA)T = XA,

sehingga diperoleh A ∈ {1, 4} invers. Dari uraian di atas maka terbukti bahwa

A(1,4)AA(1,3) = A+.

Dari Teorema 3.2 dan Teorema 3.5, diperoleh teorema sebagai berikut:

Teorema 3.9. [2] Misalkan A ∈ Fmn. Pernyataan-pernyataan berikut ini adalah

ekivalen.

(1) A+ ada.

(2) AAT dan ATA adalah regular, R(AT ) = R(AAT ), dan C(AT ) = C(ATA).

(3) AT adalah g-invers dari A.
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4. Kesimpulan

Pada tulisan ini diperoleh bagaimana sifat-sifat dari g-invers kuadrat terkecil, g-

invers norm minimum, dan invers Moore Penrose pada matriks fuzzy.
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