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Abstrak. Metrik d di himpunan U adalah suatu fungsi jarak sedemikian sehingga ak-
sioma metrik terpenuhi. Suatu metrik parsial di U merupakan generalisasi minimal dari
aksioma metrik sedemikian sehingga setiap objek di U tidak perlu harus mempunyai
nol jarak dari dirinya sendiri. Topologi metrik parsial adalah topologi yang dibangun
oleh basis bola buka metrik parsial, B = {BE(a)|a € U,e > 0}. Topologi metrik parsial
dinotasikan dengan 7 [p]. Salah satu ruang topologi dinotasikan dengan Tp-ruang. Him-
punan (U, ;) adalah himpunan urutan parsial atas metrik parsial. Suatu topologi atas
himpunan (U, <) disebut topologi Alexandrof. Pada tulisan ini ditunjukkan bahwa
topologi Alexandrof sama dengan topologi metrik parsial jika didefinisikan bola buka
yang tepat dan juga dibuktikan bahwa jika 7 [p] adalah topologi metrik parsial maka
T [p] merupakan Tp-ruang.

Kata Kunci: Metrik parsial, nonzero self-distance, topologi metrik parsial, Tp-ruang,
topologi Alexandrof.

1. Pendahuluan

Suatu ruang topologi yang didalamnya berlaku fungsi metrik parsial disebut sebagai
topologi metrik parsial. Topologi metrik parsial dinotasikan dengan 7 [P]. Metrik
parsial pada himpunan U adalah fungsi p : U x U — R sedemikian sehingga

(P1) Vz,y e U,z =y & p(z,2) = p(z,y) = p(y, y)
(P2) Vz,y € U,p(z,2) < p(z,y)

(P3) Va,y € U,p(z,y) = p(y,x)

(P4) Va,y,2z € U,p(z, 2) < p(x,y) +p(y, 2) — p(y, y)-

Fungsi metrik parsial merupakan generalisasi minimal dari aksioma metrik
sedemikan sehingga untuk setiap « € U, d(z, =) tidak perlu harus nol, dimana dalam
istilah lain dikenal sebagai nonzero self-distance. Aksioma yang diperoleh dari gen-
eralisasi tersebut adalah aksioma P2.

Salah satu ruang topologi dinotasikan dengan Tp-ruang. Menarik untuk dikaji,
kaitan antara topologi metrik parsial dengan ruang topologi khususnya Tp-ruang.
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Suatu urutan parsial adalah suatu relasi biner < C U xU yang memenuhi kondisi
tertentu. Suatu himpunan yang didalamnya didefinisikan suatu urutan parsial dise-
but sebagai himpunan urutan parsial. Suatu topologi atas suatu himpunan urutan
parsial disebut sebagai Topologi Alexandrof. Menarik untuk dikaji yaitu hubungan
antara topologi metrik parsial dengan Topologi Alexandrof.

Dalam paper ini akan dikaji kaitan antara topologi metrik parsial dengan Tp-
ruang dan juga hubungan antara Topologi metrik parsial dengan Topologi Alexan-
drof, sebagaimana yang ditulis di [6].

2. TOPOLOGI METRIK PARSIAL
Berikut diberikan definisi dari topologi dan ruang topologi.

Definisi 2.1. [1] Misal U adalah suatu himpunan. Suatu topologi T pada U adalah
kolekst subhimpunan-subhimpunan dari U yang masing-masingnya disebut sebagai
himpunan buka sedemikian sehingga

(i) himpunan kosong O dan himpunan U adalah himpunan-himpunan buka,

(i) irisan dari sejumlah hingga himpunan-himpunan buka adalah suatu himpunan
buka,

(iii) gabungan dari setiap koleksi himpunan-himpunan buka adalah suatu himpunan
buka.

Himpunan U bersama dengan suatu topologi T pada U adalah suatu ruang topologi
yang ditulis sebagai suatu pasangan terurut (U, T).

Suatu koleksi subhimpunan-subhimpunan U adalah suatu topologi pada U jika
koleksi tersebut memuat himpunan kosong dan U, dan jika sejumlah hingga irisan
dan sebarang gabungan himpunan-himpunan di koleksi juga di koleksi. Untuk
penyederhanaan notasi, selanjutnya ruang topologi (U, T) ditulis sebagai U saja,
kecuali bilamana dinyatakan khusus.

Definisi 2.2. [2]

(1) Suatu subhimpunan G dari R adalah buka di R jika untuk setiap x € G terdapat
suatu lingkungan V' dari x sedemikian sehingga V C G.

(2) Suatu subhimpunan F dari R adalah tutup di R jika komplemen b(F) = R\F
adalah buka di R.

Teorema berikut menjelaskan syarat perlu dan syarat cukup suatu himpunan
merupakan himpunan buka.

Teorema 2.3. [1] Misal U suatu ruang topologi dan A adalah subhimpunan dari
U. Himpunan A adalah suatu himpunan buka di U jika dan hanya jika untuk setiap
x € A, terdapat lingkungan V' dari x sedemikian sehingga x € V C A.

Bukti. (=) Misal himpunan A adalah himpunan buka di U dan z € A. Jika
dimisalkan V' = A maka V adalah suatu lingkungan dari x sehingga = € V' C A.
(<) Sekarang anggap untuk setiap x € A terdapat lingkungan V,, dari 2 sedemikian
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sehingga x € V,, C A. Himpunan A adalah gabungan dari subhimpunan V, dimana
A = Jyea Ve Jadi A adalah gabungan dari himpunan-himpunan buka yang juga
adalah himpunan buka. O

Definisi 2.4. [1] Misal U adalah himpunan dan B adalah koleksi subhimpunan-
subhimpunan dari U. Himpunan B adalah basis (dari suatu topologi) pada U, jika
pernyataan berikut berlaku

(i) untuk setiap x anggota U, terdapat himpunan S di B sedemikian sehingga x
anggota S.

(ii) jika himpunan S, dan Se di B dan x € S1 NSy maka terdapat himpunan Ss di
B sedemikian sehinga x € S3 C S1 N Ss.

Himpunan-himpunan di 8 disebut sebagai elemen-elemen basis.

Lema 2.5. Lema Gabungan [1] Misal X himpunan dan C koleksi subhimpunan-
subhimpunan X. Asumsikan untuk setiap x € X, terdapat himpunan A, di C
sedemikian sehingga x € Ay. Maka |,y Az = X.

Bukti. Akan dibuktikan (JA, € X dan X C |J A,. Pertama, karena setiap A,
subhimpunan X. Maka jelas bahwa | J A, C X. Selanjutnya anggap y € X. Terdapat
A, € C sedemikian sehingga y € A,. Jadiy € A, C |JA,. Karena y € X berakibat
y € JA,, berarti X C |J A,. Oleh karena itu (J A, = X. O

Lema 2.6. [1] Misal B basis. Asumsikan By, ..., B, € B dan z € (,_, B;. Maka
terdapat B' € B sedemikian sehingga x € B' cC N, Bi.

Bukti. Akan dibuktikan pernyataan terdapat B' € B sedemikian sehingga = €
B C i, B; dengan menggunakan prinsip induksi matematika, dimulai dari n = 2.

(i) Untuk n = 2 jelas bahwa kasus berlaku dengan menggunakan definisi basis
(Definisi 3(ii)).

(ii) Asumsikan pernyataan benar untuk n — 1 yaitu terdapat B* € B sedemikian
sehingga x € B* C ._, B;.
Akan ditunjukkan pernyataan benar untuk m. Dengan hipotesis lema dan
hipotesis induksi maka 2z € B* N B,,. Oleh karena itu dengan Definisi 3(ii) ter-
dapat B" € B sedemikian sehingga = € B' € B* N B,,. Karena B* ¢ (I_,' B,
sehingga = € B’ C (I, B;. Jadi pernyataan benar. O

Definisi 2.7. [1] Misal B adalah basis pada himpunan U. Topologi yang diban-
gun oleh B adalah diperoleh dengan mendefinisikan himpunan-himpunan di topologi
tersebut sebagai himpunan kosong dan setiap himpunan di topologi tersebut sama
dengan gabungan dari elemen-elemen basis.

Teorema 2.8. [1] Topologi T yang dibangun oleh suatu basis B adalah suatu
topologs.

Bukti. Berdasarkan Definisi 4, himpunan kosong () ada di 7. Karena setiap titik
di U termuat di elemen basis, maka U adalah gabungan dari semua elemen-elemen
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basis dan oleh karena itu berada di 7. Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa irisan
terhingga dari himpunan-himpunan di 7 berada di 7. Misal V =U;NU2N...NU,
dimana setiap U; ada di 7 untuk ¢ € N. Jika untuk setiap U;, i € N adalah himpunan
kosong maka V' juga himpunan kosong, dan V' ada di 7. Jadi asumsikan bahwa U;
adalah gabungan dari elemen-elemen basis. Akan ditunjukkan V adalah gabungan
dari elemen-elemen basis. Misal € V sebarang. Maka = € U; untuk setiap ¢ € N.
Karena U; adalah gabungan dari elemen basis, terdapat suatu elemen basis B;,i € N
sedemikian sehingga = € B; C U; untuk setiap ¢ € N. Maka « € (), B;. Oleh
karena itu dengan Lema 2, terdapat suatu elemen basis B, sedemikian sehingga
r € B, C (i_, B; C V. Ini mengikuti Lema 1, bahwa V = U.ev Bz, dan oleh
karena itu V adalah suatu gabungan dari elemen-elemen basis. Jadi irisan terhingga
himpunan-himpunan di 7 berada di 7. O

Definisi 2.9. [6] Suatu bola buka dari ruang metrik parsial (U,p) adalah suatu
himpunan dengan bentuk

Bl (x) ={y € Ulp(z,y) < £} (2.1)
untuk setiap € >0 dan x € U.

Persamaan (1) menyatakan suatu bola buka dari ruang metrik parsial.
Berdasarkan Teorema 3 suatu topologi dari ruang metrik parsial didefinisikan se-
bagai berikut.

Definisi 2.10. Misal (U,p) adalah ruang metrik parsial. Topologi yang dihasilkan
oleh basis bola buka metrik parsial B = {BP(z)|x € U,e > 0} disebut sebagai
topologi yang diinduksi oleh p dan dikenal sebagai suatu topologi metrik parsial T [p).

Jika diberikan metrik parsial pada suatu himpunan U, suatu topologi pada him-
punan U didefinisikan melalui bola buka yang ditentukan oleh metrik parsial terse-
but. Berdasarkan Definisi 6, suatu topologi dihasilkan oleh basis bola buka metrik
parsial. Untuk itu akan ditunjukkan bahwa suatu koleksi dari bola buka metrik
parsial adalah basis dari suatu topologi T [p]. Namun sebelumnya diberikan suatu
teorema yang menunjukkan bahwa jika suatu titik z berada di bola buka B?(a),
maka terdapat suatu bola buka yang berpusat di = di B?(a).

Teorema 2.11. [6] Untuk setiap bola-bola buka BP(a) dari ruang metrik parsial
(U,p), dan x € BP(a), terdapat & > 0 sedemikian sehingga x € BY(x) C BP(a).

Bukti. Ambil z € BP(a). Akan ditunjukkan terdapat 6 > 0 sedemikian sehingga
z € BY(x) C B?(a). Misal € B?(a), dengan Definisi 5 p(a,z) < ¢,Vz € U. Misal
0 =¢e—pla,z) + p(z,z). Maka & > 0 karena ¢ > p(a,z). Juga § > p(x,x) karena
e > p(a,z). Jadi z € BY(z). Sekarang akan ditunjukkan bahwa Bf(x) C BF(a).
Ambil y € BY(z), akan ditunjukkan y € BP(a). Karena y € BY(x) berarti p(z,y) <
d (Berdasarkan Definisi 5). Perhatikan bahwa

y € BY(z) dan p(z,y) = p(y, z)(dari (P2)) maka p(y,z) < ¢
& ply,r) <e—pz,a)+p(x,v)
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Gambar 1. Terdapat suatu bola buka metrik parsial didalam bola buka metrik parsial yang lain

< p(y,x) + p(x,a) — p(z,r) <& (dengan (P4))
< py,a) < e.

Karena p(y,a) < ¢ maka y € BP(a). Karena y € B(z) dan y € B?(a) maka
terbukti bahwa = € BY(x) C B?(a). O

Karena Ve > 0,8 > 0 dan a,z € U,z € Bf(z) C BF(a). Maka berdasarkan
Teorema 1, jelas bahwa untuk setiap bola buka metrik parsial merupakan suatu
himpunan buka. Oleh karena itu berdasarkan Definisi 2, Persamaan (1) dapat diny-
atakan sebagai suatu lingkungan dari titik z. Jadi bola buka dari ruang metrik
parsial B?(z) = {y € Ulp(z,y) < €} dimana x € U dan £ > 0 merupakan suatu
lingkungan dari titik x.

Teorema 2.12. [6] Himpunan semua bola buka dari suatu ruang metrik parsial
p: U x U — R adalah basis dari suatu ruang topologi (U, T [p]).

Bukti. Misal ®8 adalah koleksi bola buka dari metrik parsial
B = {BP(a)|a € U,e > 0}.

Akan ditunjukkan 9B adalah basis dari suatu topologi 7. Berdasarkan Definisi 3, B
adalas basis dari ruang topologi (U, T[p]) dengan menujukkan

(i) untuk setiap x € U, terdapat himpunan S di 8 sedemikian sehingga z € S.
Misal z € U. Akan ditunjukkan bahwa terdapat himpunan S di B sedemikian
sehingga = € S. Untuk setiap bola buka BP(a) dan = € BP(a) ada § = ¢ —
p(z,a) + p(z,z) sedemikian sehingga = € BY(z). Misal himpunan S adalah
himpunan bola buka BY(z) C BP(a). Berdasarkan Teorema 4, jelas bahwa
setiap titik-titik x € U termuat dalam suatu himpunan S.

(ii) untuk setiap himpunan bola-bola buka BP(z) dan Bf(y) di B dan z €
BP(2)NBY (y). Akan ditunjukkan bahwa terdapat himpunan Bj di 9B sedemikian
sehingga « € Bz C BF(z) N B (y).
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BE(x) N By (y) = U{B}(2)|2 € BE(x) N Bf(y)}.

Berdasarkan Teorema 4 terdapat n dimana n = min{d — p(y, 2),e — p(x, z) +
p(2, 2)} sedemikian sehingga z € BF(z) = Bz C B?(x) N Bj(y).

Oleh karena itu, B = {B?(a)|a € U, > 0} adalah basis dari suatu topologi 7 [p].00
Teorema 2.13. [6] Setiap topologi metrik parsial adalah Ty-ruang.

Bukti. Misal p: U x U — R adalah metrik parsial dan 8 = {B?(a)|a € U,e > 0}
adalah basis dari suatu topologi metrik parsial T [p] atas U. Untuk setiap z,y € U
dimana x # y, maka p(x,x) < p(z,y). Misalkan = € B?(a) Berdasarkan Teorema

(z,2) +p(,y)

4 terdapat lingkungan BY(z) di B, dimana § = b . Untuk setiap

(). p(a,9) € B, Karena p(e,2) < plae,y) maka plr,a) < PO IPED)

p(z,y). Sehingga diperoleh z € BY(x) dan y ¢ Bf(x). Oleh karena itu topologi 7 [p]
atas U merupakan Ty-ruang.

Gambar 2. Ruang Topologi yang merupakan Tp-ruang

O

Secara sederhana, Teorema 6 menyatakan bahwa setiap titik-titik di U dapat
dibedakan dengan suatu bola buka yang merupakan tempat titik tersebut berada.
Berikut ini diberikan hubungan antara relasi urutan parsial <, dengan fungsi
metrik parsial.

Definisi 2.14. [4] Suatu urutan parsial adalah suatu relasi biner <C U x U
sedemikian sehingga (PO1) Vz € U,z < z

(POQ)Vz,yeUz <y dany<ec=>x=y

(PO3) Vz,y,zelU,x <y dany < z = = < 2.

Suatu himpunan urutan parsial adalah pasangan terurut (U, <) sedemikian sehingga
< adalah urutan parsial pada himpunan U.

Definisi 2.15. [4] Suatu Topologi Alexandrof atas suatu himpunan urutan parsial
(U, <) adalah suatu topologi T atas U sedemikian sehingga
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VYO eT danx,y €U, jikax e O danax <y=yeO.

Definisi 2.16. [6] Untuk setiap metrik parsial p: U x U = R, <,C U x U adalah
relasi biner sedemikian sehingga

Vo, y e U,z <, y < plx,z) = p(z,y).

Suatu relasi biner < telah dijelaskan pada Definisi 7. Berikut ini dijelaskan relasi
<, sebagai suatu urutan parsial pada ruang metrik parsial.

Teorema 2.17. [6] Untuk setiap metrik parsial p, <, adalah urutan parsial.

Bukti. Misal <, relasi biner pada ruang metrik parsial (U, p). Akan ditunjukkan
<, adalah urutan parsial. Berdasarkan Definisi 7, <, adalah urutan parsial dengan
menunjukkan bahwa (PO1)-(PO3) terpenuhi.

(1) Akan ditunjukkan bahwa (PO1) terpenuhi. Ambil « € U, karena Definisi 8
maka p(x,z) = p(z, x).

(2) Akan ditunjukkan bahwa (PO2) terpenuhi. Ambil z,y € U dan misalkan z <, y
dan y <, * maka dengan (P3), p(z,z) = p(x,y) = p(y, y) sehingga dengan P1
diperoleh z = y.

(3) Akan ditunjukkan bahwa (PO3) terpenuhi. Ambil z,y,z € U dimana z <, y
dan y <, z. Jika ¢ <, y berarti p(z,z) = p(x,y) dan jika y <, z berarti
p(y,y) = p(y, 2). Berdasarkan (P4), p(z, z) < p(z,y) +p(y, 2) — p(y, y). Karena
p(y,y) = p(y,z) maka p(z,z) < p(z,z). Karena (P2) maka p(z,z) = p(z,x).
Berdasarkan Definisi 9, diperoleh bahwa = <, 2.

Oleh karena itu <, adalah urutan parsial. O
Himpunan yang memuat urutan parsial p, <, disebut sebagai himpunan uru-
tan parsial p dinotasikan dengan (U, <,). Berdasarkan Definisi 8, suatu Topologi

Alexandrof atas himpunan urutan parsial (U, <,) adalah suatu topologi 7 atas U
sedemikian sehingga

VSeT danz,yeU,jikar e Sdan z <, y & p(z,z) =plz,y) =y € S.

Teorema berikut menjelaskan bagaimana hubungan antara Topologi metrik parsial
T[p] dengan Topologi Alexandrof 7 [<,)].

Teorema 2.18. [6] Untuk setiap metrik parsial p, T[p] C T[<,)].

Bukti. Ambil sebarang bola buka B?(z) di T [p]. Artinya ambil sebarang z € U
dan € > 0. Akan ditunjukkan bahwa 7 [p] C T[<,]. Untuk itu harus ditunjukkan
bahwa

Vz,y € BP(x) berlaku y <, 2.

Diketahui bahwa karena (P4), p(z, 2) < p(x,y)+p(y, z) —p(y, y). Perhatikan bahwa

p(z,2) <e & ply,2z) —ply,y) =0y <p 2.
Oleh karena itu terbukti bahwa 7 [p] C T[<,). O
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Teorema 2.19. [6] Untuk setiap metrik parsial p, p: U x U — R, T[K,] = T[p]
jika dan hanya jika

Vo € U,3e > 0, BE(x) = {y|z <, y}.

Bukti. < Anggap bahwa untuk setiap = € U,3e > 0, BE(x) = {y|z <, y}. Maka
untuk setiap O € T[<p], dimana T[<,] = {0 CUNVr € O,z <y =y € O} =
{yle <p y}

0= Uxeo{y|x <p y} U;peo (x) € [ ]
sehingga diperoleh bahwa T[<,] C T|p]

Berdasarkan Teorema 8, maka 7[<,] = T[p|.

= Anggap bahwa T[<,] = T [p]. Maka Vz € U,{y|r <, y} € T[p]. Jadi dengan
Teorema 4, Vo € U,3e > 0,z € BP(z) C {y|r <, y}. Tapi jika 2 € BP(x) maka
{ylr <p y} € BE(x). Jadi

Vo € U,3e > 0, B?(z) = {y|lz <, v} O

Jadi hubungan antara Topologi metrik parsial 7 [p] dengan Topologi alexandrof
T[<,| dijelaskan pada Teorema 8 dan Teorema 9.
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