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Abstrak. Pada artikel ini dikaji persamaan diferensial parsial kabur serta eksistensi
solusinya. Solusi yang dikaji adalah solusi Buckley-Feuring (solusi BF).
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1. Pendahuluan

Himpunan tegas (crisp set) adalah himpunan yang terdefinisi secara tegas, dalam
arti bahwa untuk setiap elemen dalam semestanya selalu dapat ditentukan secara
tegas, apakah elemen tersebut merupakan anggota dari himpunan itu atau tidak.
Namun pada kenyataannya, tidak semua himpunan yang dijumpai dalam kehidupan
sehari-hari terdefinisi secara tegas. Himpunan tersebut dikenal dengan himpunan
kabur (fuzzy set). Teori tentang himpunan kabur pertama kali diperkenalkan oleh
Profesor Lotfi A. Zadeh, seorang ilmuwan Amerika Serikat berkebangsaan Iran, dari
Universitas California di Barkeley, melalui tulisannya ” Fuzzy Sets” pada tahun 1965
[7]. Hal ini kemudian menginspirasi banyak peneliti lain untuk melakukan penelitian
lebih lanjut, baik terkait dengan teori kabur maupun aplikasinya pada bidang ilmu
yang lain. Teori maupun aplikasi himpunan kabur ini berkembang sa-ngat pesat.

Dalam matematika, persamaan diferensial parsial memegang peranan penting
dalam mendeskripsikan suatu keadaan fisis, dimana besaran-besaran yang terlibat
di dalamnya berubah terhadap ruang dan waktu. James J. Buckley dan Thomas
Feuring [1] pada tahun 1998 memperkenalkan persamaan diferensial parsial yang
di- fuzzy-fikasikan.

Pada artikel ini, akan dikaji persamaan diferensial parsial kabur serta eksistensi
solusinya. Dalam hal ini, solusi persamaan diferensial parsial kabur yang dikaji
adalah solusi yang diformulasi oleh Buckley-Feuring (dikenal sebagai solusi BF)[2].

2. Persamaan Diferensial Parsial Kabur

Misalkan I; = [0, M;] dan Iy = [0, My], untuk M;, My > 0. F(z,y,k) suatu
fungsi kontinu di (x,y) € I} x I dan k = (k1,--- , k), dengan k; € J; C R;1 <
i < n. Operator ¢(D,, D,)) merupakan suatu fungsi polinomial dalam D, dan D,,
dengan koefisien konstanta, dimana D, dan D, masing-masing menyatakan opera-
tor diferensial parsial terhadap = dan y. Misalkan juga U(z,y) adalah suatu fungsi
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kontinu yang memiliki turunan parsial yang kontinu terhadap z dan gy, dengan
(z,y) € I1 x I5. Bentuk umum persamaan diferensial parsial adalah

@(DzaDy)U(xvy) = F(l‘,y,k), (2'1)

dengan syarat batas tertentu. Syarat batas ini dapat muncul dalam bentuk yang
bervariasi, seperti

U(0,y) = g1 (s ca), Ul@,0) = fu(zscs),-- - (2.2)
Uz(xvo) = fz(l', CG)) Uy(ovy) = gQ(y; Cr, 68)7 T

Syarat batas untuk persamaan (2.1) bergantung pada konstanta-konstanta
€1, ,Cm dengan ¢; € L, 1 < i < m. Misalkan ¢ = (¢1,- -+ , ¢m)-
Solusi persamaan (2.1) sebagai berikut:

U(z,y) = G(z,y,k, ), (2.3)

dimana G adalah fungsi kontinu dengan (z,y) € Iy x I, k € J=11J;,1 <i <n
dance L=1IL;,1 <i<m,L; CR.

Konstanta k; dan ¢; tidak diketahui secara pasti sehingga akan ada ketidakpas-
tian pada nilai-nilainya. Nilai yang tidak pasti ini akan dimodelkan menggunakan
bilangan kabur. Akan diganti bilangan kabur segitiga K; untuk k;, dengan K; C J;,
1 < i < n dan bilangan kabur segitiga C; untuk ¢;, dengan C; C L;, 1 < i < m. Pada
artikel ini, hanya digunakan bilangan kabur segitiga karena bentuk fungsi keang-
gotaan segitiga lebih sederhana dan telah memenuhi syarat keanggotaan bilangan
kabur.

Jika persamaan (2.1) di-fuzzy-fikasikan, maka diperoleh persamaan diferensial
parsial kabur. Dengan menggunakan prinsip perluasan, F dapat dihitung dari F,
dimana F(z,y, K) mempunyai K = (K1, -, K,) untuk K; suatu bilangan kabur
segitiga, 1 <4 < n. Selanjutnya, fungsi U menjadi U dimana U memetakan I; x Iy
ke dalam bilangan-bilangan kabur. Artinya, U(z,y) = Z dimana Z adalah suatu bi-
langan kabur. Dengan demikian, bentuk umum persamaan diferensial parsial kabur
adalah

©(Dy, D,))U(2,y) = F(z,y,K), (2.4)
dengan syarat batas tertentu. Syarat batas untuk persamaan (2.4) :

y):éla U(.’IJ,O):—C’Q, U(Ml,y)_:ég, 3
0 1 4)u _U(LU,O) = fl(x7g5)7_ Ty (25)
(2;C6), Uy(0,y) = g2(y; C7,C5), -

Dalam hal ini, g; dan f; menggunakan prinsip perluasan dari g; dan f;. Misalkan

C = (Cy,---,Cy,) dengan C; adalah bilangan kabur segitiga, 1 <14 < m.
Selanjutnya, fungsi G pada persamaan (2.3) di-fuzzy-fikasikan. Misalkan

Y(z,y) = G(r,y,K, C). Kemudian misalkan K[a] = I1K;[a], dan C[a] = IC;[a].



Kagjian Tentang Persamaan Diferensial Parsial Kabur 11

3. Solusi Buckley-Feuring
Misalkan untuk setiap a € [0, 1],

Y(may)[a] = [yl(xvya a)va(xvya Cl)],

F(Z‘,y,K)[Ot] = [Fl(%yva)7F2($,y7a)L

dengan
vi(2,y,0) = min{G(,y.k, )k € K[o],c € Clo]}, (3.1)
ya(z,y,a) = max{G(z,y,k, c)|k € K[a],c € Cla]}, (3.2)
dan
Fy(2,y,0) = min{F(z,y,k)k € K[a]}, (3.3)

Fy(z,y,a) = max{F(z,y,k)|k € K[a]},

untuk setiap x,y.
Asumsikan bahwa y;(z,y, «) memiliki turunan parsial yang kontinu sehingga
©(Dy, Dy)yi(z,y, o) kontinu untuk setiap (x,y) € I1 X Iz, a, i = 1,2. Definisikan

[(z,y, @) = [p(Dz, Dy)y1(z,y, @), o(Da, Dy)ya(z,y, )] (3.5)

untuk setiap (z,y) € I x I, dan setiap «. Jika untuk setiap (x,y) di I; X I,
I'(z,y, @) mendefinisikan a-cut dari suatu bilangan kabur, maka dapat dikatakan
bahwa Y (z,y) terdiferensial dan ditulis

SD(DMDQ)?(x?y)[O‘} :F(x,y,a) (36)

untuk setiap a.
Syarat cukup bagi I'(x,y, @) agar merupakan suatu a-cut dari bilangan kabur
adalah [5]:

(i) ¢(Dgz, Dy)y1(x,y, o) merupakan fungsi naik dari o untuk setiap (x,y) € I x I,
(ii) @(Dg, Dy)y2(z,y, o) merupakan fungsi turun dari o untuk setiap (z,y) € I; x
127
(iti) @(Dz, Dy)yi(z,y,1) < @(Dy, Dy)ys(x,y,1) untuk setiap (z,y) € I x I.

Telah diasumsikan bahwa y; (z, y, o) memiliki turunan parsial yang kontinu sehingga
©(Dy, Dy)yi(z,y, o) kontinu pada I x Iy x [0,1], i = 1,2. Dengan demikian, jika
syarat (i)-(iii) di atas terpenuhi, maka I'(x,y, o) suatu a-cut dari bilangan kabur.
Jelas Y (z,y) terdiferensial.

Agar Y (z,y) menjadi suatu solusi dari persamaaan diferensial parsial kabur,
maka haruslah :

(a) Y(x,y) terdiferensial,
(b) Persamaan (2.4) terpenuhi untuk U(z,y) = Y (z,v),
(c) Y(x,y) memenuhi syarat batas.
Karena syarat batas tidak dinyatakan secara khusus, maka hanya diperiksa
apakah persamaan (2.4) terpenuhi.
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Berikut diberikan definisi solusi BF tanpa syarat batas.

Definisi 3.1. [1] Y(x,y) dikatakan solusi BF tanpa syarat batas jika Y (z,y) ter-
diferensial dan

¢(Dy, Dy)Y (z,y) = F(z,y, K). (3.7)

atau persamaan berikut terpenuhi:
@(Dm7Dy)y1(xay7O‘) :Fl(xayva)v (38)
@(DI7Dy)y2(xayaa) = Fg(x,y,a), (39)

untuk setiap (z,y) € Iy x Iz dan setiap a.

Jika Y (z,y) merupakan solusi BF dan memenuhi syarat batas, maka Y (z,%)
dikatakan solusi BF yang memenuhi syarat batas.

4. Syarat Cukup Eksistensi Solusi Buckley-Feuring

Pada artikel ini akan diberikan syarat cukup agar solusi BF ada. Karena ada banyak
kemungkinan syarat batas, maka syarat batas dalam pembahasan berikut diabaikan.
Jadi, dalam hal ini konstanta ¢;, 1 < ¢ < m tidak dilibatkan. De-ngan demikian
persamaan (2.3) menjadi U(z,y) = G(z,y,k), sehingga Y (z,y) = G(z,y, K).

Teorema 4.1. [1] Asumsikan Y (x,vy) terdiferensial.

(a) Jika untuk setiap i € {1,--- ,n}, G(z,y, k) dan F(z,y, k) keduanya fungsi naik
(atau keduanya fungsi turun) pada k;, untuk (z,y) € I x Is dan k € J, maka
Y (x,y) adalah solusi BF.

(b) Jika terdapat i € {1,--- ,n} sehingga untuk variabel k;, G(x,y, k) merupakan
fungsi naik sejati dan F(x,y, k) merupakan fungsi turun sejati (atau G(z,y, k)
merupakan fungsi turun sejati dan F(xz,y, k) merupakan fungsi naik sejati),
untuk (v,y) € I x Iy dan k € J, maka Y (z,y) bukan solusi BF.

Bukti.

(a) Untuk penyederhanaan, asumsikan n = 2. Misalkan G(z,y,k) adalah fungsi
naik pada ki, F(z,y,k) fungsi naik pada ki, G(z,y,k) adalah fungsi turun
pada ks dan F(z,y,k) fungsi turun pada ks. Maka dari persamaan (3.1)-(3.4)

diperoleh
y1(x,y, o) = min {G(z,y,k)|k € K1]a] x Ka[a]}
= G(x,y, k11 (@), kaa (), (4.1)
yo(z,y,a) = max {G(z,y,k)|k € Ki[a] x Ks[a]}
= G(x,y, k12(a), ka1 (), (4.2)
Fi(z,y,a) = min {F(z,y,k)|k € K;[a] x Kz[a]}
= F(x,y, k11 (@), kaz(@)), (4.3)

Fy(z,y,a) = max {F(z,y,k)| k € Ki[a] x Kz[a]}
= F(ZL‘, Y, kl?(a)’ ]{121(04)), (44)
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untuk setiap o dimana Ki[a] = [ki1(a), ki2(a)] dan Ks[a] = [ka1(a), kaa(a)].
Selanjutnya G merupakan solusi persamaan diferensial parsial, artinya

@(Da:aDu)G(xa:% khk?) :F(mayvklak2) (45)

untuk setiap (x,y) € I1 X I, k1 € Jy dan kg € Jy. Tetapi kij(a) € J; dan
k2j(a) € J untuk setiap o, j = 1,2, sehingga

<)0(Dl" Dy)yl (xv Y, a) = (p(Dl" Dy)G(I, Y, k11<a)’ kQQ(O‘))
= F(z,y, k11(a), ka2 (av))
= Fi(z,y, ), (4.6)

@(Dza Dy)y2(xv Y, a) = @(DI, Dy)G(Ia Y, kl?(a)v k21(a))
= F(z,y, k12(a), k21(a))
= Fg(x,y,a), (47)

untuk setiap (z,y) € I x Iy dan setiap a. Dengan demikian persamaan (3.8)
dan (3.9) terpenuhi, sehingga Y (z,y) adalah solusi BF.

(b) Misalkan n = 2 dan G(x,y,k) adalah fungsi naik sejati pada ki, F(z,y,k)
adalah fungsi turun sejati pada ki, tetapi kedua fungsi G dan F merupakan
fungsi turun sejati pada ko. Maka persamaan (4.1) dan (4.2) tetap berlaku
tetapi persamaan (4.3) dan (4.4) menjadi

Fi(z,y,a) = min {F(z,y,k)|k € K;[a] x K3[a]}

= F(z,y, k12(a), ka2 (a)), (4.8)
Fy(z,y,a) = max {F(z,y,k)|k € K1[a] x Ka[a]}
= F(z,y, k11 (a), k21(a)), (4.9)

untuk setiap a. Dengan demikian persamaan (3.8) dan (3.9) tidak terpenuhi.
Jadi, Y (z,y) bukan solusi BF. O

Akibat 4.2. [1] Asumsikan Y (x,y) terdiferensial.

(a) Y(x,y) adalah solusi BF jika

0G OF
o o >0 (4.10)
untuk i =1,2,--- ,n, (z,y) € 1 x Iy dan k€ J.
(b) Jika
oG OF
o o <0 (4.11)

untuk suatu i, (x,y) € I x Iy, k € J, maka Y (x,y) bukan solusi BF.
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5. Kesimpulan

Pada artikel ini telah dijelaskan tentang konsep persamaan diferensial parsial kabur
yang merupakan pengembangan dari konsep persamaan diferensial parsial dan teori
fuzzy. Dalam hal ini, bentuk umum persamaan diferensial parsial kabur diberikan
oleh

QD(D:mDy)U(xay) = F(‘T,va)’ (51)

Misalkan solusi dari persamaan (5.1) diberikan oleh Y (z,y) = G(z,y, K, C).

Syarat cukup bagi eksistensi solusi Buckley-Feuring (solusi BF) dari persamaan
diferensial parsial kabur (5.1) adalah sebagai berikut. Asumsikan Y (x,y) terdifer-
ensial. Maka

(a) Jika untuk setiap ¢ € {1,--- ,n}, G(x,y,k) dan F(z,y,k) keduanya fungsi naik
(atau keduanya fungsi turun) pada k;, untuk (z,y) € I; x Iy dan k € J, maka
Y (x,y) adalah solusi BF.

(b) Jika terdapat i € {1,--- ,n} sehingga untuk variabel k;, G(z,y,k) merupakan
fungsi naik sejati dan F(x,y, k) merupakan fungsi turun sejati (atau G(z,y, k)
merupakan fungsi turun sejati dan F(z,y,k) merupakan fungsi naik sejati),
untuk (z,y) € I; x I dan k € J, maka Y (x,%) bukan solusi BF.

Akibatnya, apabila diasumsikan Y (z,y) terdiferensial, maka

(a) Y(z,y) adalah solusi BF jika

0G OF
%, ok >0 (5.2)
untuk ¢ =1,2,--- ,n, (z,y) € [} x I dan k € J.
(b) Jika
0G OF
ok O, <0 (5.3)

untuk suatu 4, (z,y) € I; x I,k € J, maka Y (z,y) bukan solusi BF.

6. Saran

Kajian tentang persamaan diferensial parsial kabur dan eksistensi solusinya dapat
diperluas untuk solusi lainnya, seperti solusi Seikkala, solusi Puri-Ralescu, dan solusi
Kandel-Friedman-Ming [2].
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