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Abstrak. Sistem linier fuzzy merupakan salah satu aplikasi pokok dari aritmatika bi-
langan fuzzy. Sistem persamaan matriks fuzzy dibentuk dari sejumlah sistem linier fuzzy
yang solusinya dapat dicari dengan menggunakan berbagai metode. Masalah pada sis-
tem persamaan matriks fuzzy terletak pada entri-entrinya yang merupakan bilangan
fuzzy, sehingga tidak dapat diselesaikan dengan cara seperti pada matriks dengan entri-
entrinya yang merupakan bilangan riil biasa. Sistem persamaan matriks fuzzy dapat
diselesaikan dengan menggunakan metode Friedman dan metode yang diberikan oleh
Mahmood Otadi dan Maryam Mosleh. Sistem persamaan matriks fuzzy yang disele-
saikan dengan metode yang diberikan oleh Mahmod Otadi dan Maryam Mosleh terbukti
lebih efisien.

Kata Kunci: Sistem linier fuzzy, Aritmatika bilangan fuzzy, Bilangan fuzzy, Sistem per-
samaan matriks fuzzy

1. Pendahuluan

Dalam kehidupan ada beberapa hal yang kurang tepat dalam pengambilan keputu-
san atau pemberi penilaian terhadap suatu objek tertentu. Misalnya dikategorikan
bahwa ponsel pintar dengan harga Rp 2.000.000,- atau lebih termasuk ke dalam pon-
sel pintar mahal. Ini berarti ponsel pintar dengan harga Rp 2.000.000,- adalah pon-
sel pintar mahal, lalu bagaimana dengan ponsel pintar dengan harga Rp 1.990.000,-
yang tidak termasuk ke dalam ponsel pintar mahal. Ada kekurang tepatan sebe-
narnya dalam pemberian kategori pada permasalahan ini. Oleh karena itu digunakan
bilangan fuzzy dalam mengatasi masalah-masalah seperti ini. Konsep bilangan fuzzy
ini pertama kali diperkenalkan oleh Zadeh [8], Dubois dan Prade [3].

Konsep bilangan fuzzy dan aritmatika fuzzy terus berkembang hingga saat ini.
Salah satu aplikasi pokok dari aritmatika bilangan fuzzy adalah menyelesaikan sis-
tem linier fuzzy [1]. Friedman, dkk [5] memperkenalkan suatu model umum untuk
menyelesaikan sebuah sistem linier fuzzy n x n yang koefisien matriksnya adalah
bilangan rill, dan matriks pada sisi sebelah kanan adalah sebuah vektor bilangan
fuzzy sebarang. Friedman, dkk menggunakan bentuk parameter bilangan fuzzy dan
mengganti sistem linier fuzzy n x n yang awal dengan suatu sistem linier 2n x 2n
rill.

Pada jurnal ini, akan dibahas tentang suatu metode baru yang diperkenalkan
oleh Mahmood Otadi dan Maryam Mosleh [7] untuk menyelesaikan suatu sistem
persamaan matriks fuzzy n x n. Metode baru ini lebih baik dari metode sebelumnya
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yang diperkenalkan oleh Friedman, dkk yang akan dibahas juga pada jurnal ini.
Metode baru ini digunakan dengan menerapkan metode yang diberikan oleh Cong-
Xin dan Min [2]. Penulisan ini merupakan kajian kembali dari jurnal Mahmood
Otadi dan Maryam Mosleh dengan judul Solution of fuzzy matriz equation system.

2. Bilangan Fuzzy dan Aritmatika Fuzzy

Suatu bilangan fuzzy u dalam bentuk parameter adalah pasangan terurut dari fungsi
[u(r),@(r)], 0 <r <1, yang memenuhi syarat-syarat berikut:

(a) Fungsi u(r) monoton naik, terbatas, dan kontinu kiri pada [0, 1],
(b) Fungsi @(r) monoton turun, terbatas, dan kontinu kiri pada [0, 1], dan
(¢) u(r) <u(r) untuk setiap r dalam [0, 1].

Contoh bilangan fuzzy u dalam bentuk parameter seperti berikut [u(r),a(r)] =
[1+4+7r4—2r].

1 2 3 4 u(r)

Gambar 1. Grafik bilangan u

Untuk bilangan-bilangan fuzzy « = [z(r),Z(r)],y = [y(r),7(r)], dan bilangan
riil k, penjumlahan dan perkalian skalar dari bilangan fuzzy didefinisikan sebagai
berikut:

1. x =y jika dan hanya jika z(r) = y(r) dan Z(r) = 7(r), 0 <r <1
2. x+y=[z(r) +y(r),z(r) +7(r)], dan
3. kx = [kx,kT], k > 0, kx = [kT, kz], k < 0.

3. Sistem Linier Fuzzy dan Metode Penyelesaiannya oleh Friedman

Sistem linier n x n di bawah ini adalah sistem linier fuzzy

a1121 + a1222+ -+ +A1nTn = Y1

a21T1 + Q22T+ - -+ +A2p Ty = Yo

Ap121 + 222+ -+ +ApnTn = Yn

dengan koefisien-koefisien a;;,7,j = 1,2,--- ,n yang diketahui adalah bilangan riil,
Yi = [y,. ;] yang diketahui adalah elemen dari E, i = 1,2,--- ,n, dan z; = [z;, 7]
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yang tidak diketahui atau yang akan dicari adalah elemen dari F, j = 1,2,--- ,n.
Sistem linier fuzzy dalam notasi matriks ditulis sebagai berikut

AX =Y (3.1)
dengan
a1l a1z - Gip [z, 7] _gl’yl
a1 Ggg -+ A2 (2o, T2] Yor U
A= . .” , X = 2. danY = | 2 2
Anpl Ap2 *** Gpp [gnvfn] —gn7yn
Suatu vektor bilangan fuzzy (1,22, ...,z,)" yang diberikan oleh
zj = [z;(r),z;(r));j=1,2,---,n,0<r <1

disebut solusi sistem linier fuzzy (3.1) jika

n
> i = yi
j=1

n

E aijTj = E
J=1

Untuk mendapatkan solusi dari sistem linier fuzzy Friedman, dkk mengem-
bangkan matriks A yang berukuran n x n menjadi suatu matriks nonnegatif yang
berukuran 2n x 2n. Sehingga sistem liner fuzzy AX =Y menjadi sebagai berikut:

SX =Y (3.2)

dengan

_(BC S > |y,
S_<CB>’X_ | ,dan'Y =

—Tn —Yn

dimana matriks B, x, berisi entri-entri positif dari matrik A, «, selainnya bernilai
nol, dan matriks C, «, berisi nilai mutlak dari entri-entri negatif matriks A,, ., dan
selainnya bernilai nol. Sehingga ini berarti, A, x, = Bpxn — Cnxn- Entri-entri dari
matriks S5, 2, yang dibentuk dari matriks B, «x, dan matriks C, x, bernilai positif
atau nol, sehingga matriks S, «x2, disebut juga sebagai matriks nonnegatif.

Teorema 3.1. [5] Matriks Sapxon nonsingular jika dan hanya jika matriks-matriks
Apxn = Bpuxn — Cpxn dan Bpxn + Chpxn keduanya adalah nonsingular.
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Bukti. Dengan menambahkan baris ke-(n+¢) dari matriks S pada baris ke-i untuk
i=1,2,--- ,n diperoleh

BC B+CB+C
s=(o5)~ (P75 ) -

Selanjutnya, dengan mengurangkan kolom ke-j dari S; pada kolom ke-(n+ j) untuk
7 =1,2,---  n, dan diperoleh

g _(BrCB+C\  (B+C 0 s
te C B c B-c) "%

Secara jelas, |S| = |S1| = |S2| = |B + C||B — C| = |B 4+ C||A]. Oleh karena itu
|S] # 0 jika dan hanya jika |A| # 0 dan |B 4+ C| # 0, sehingga secara jelas teorema
ini terbukti. O

Teorema 3.2. [5] Invers dari matriks nonnegatif

BC
s=(%)
adalah
1 _(DFE
5= (2p)
dimana
D:%KB+CY“HB70V1,E:%UB+crthf@*y

Bukti. Untuk membuktikan S~! adalah invers dari S maka haruslah
SS~l =1

BC DE\ (10
CB ED) \0oI)’
dari persamaan di atas diperoleh

BD+CE=1 (3.3)
CD + BE = 0.

Ini berarti

Dengan menjumlahkan kedua persamaan (3.3) dan (3.4) maka diperoleh
D+E=(B+0)" (3.5)
Dengan mengurangkan kedua persamaan (3.3) dan (3.4) maka diperoleh
D-E=(B-0)"" (3.6)
Dari persamaan (3.5) dan persamaan (3.6) diperoleh

E=(B+0)™'-D,
E=D—-(B-C)"
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Dengan mensubstitusikan persamaan pertama ke persamaan kedua dari persamaan
di atas diperoleh

1
D:§w+CYH%B—@*}
Dari persamaan (3.5) dan persamaan (3.6) juga diperoleh
D=(B+C)!'-E,
D=(B-C)'4E.

Dengan mensubstitusikan persamaan pertama ke persamaan kedua dari persamaan
di atas diperoleh

1
E = 5[(3 +0) = (B-CO)Y.
Oleh karena itu, dengan mengambil D = 1[(B+ C)™' + (B — C)7!] dan E =
DE BC
1 -1 _(p_ -1 -1 _ : -
s[(B+CO) (B—C)"'] maka S (E D) adalah invers dari S (C’ B)j

Akibat 3.3. Solusi dari (3.2) diperoleh dari

X =571,
dengan
Zy Y,
A 1_(DE o _ | Y.
X = o .S _<ED)danY— iy
1 1
D= [B+O) ' +(B-0)], E=5[(B+0O) -B-0)].

4. Sistem Persamaan Matriks Fuzzy dan Metode Penyelesaiannya

Suatu sistem matriks seperti berikut ini

a1l @12 *- Aip T11 T12 *°° Tin Y11 Y12 * - Yin
a21 Q22 * -+ A2p T21 T22 *°° Top Y21 Y22 - Yon
Anl Ap2 *** Gpn Tnl Tn2 " Tpn Ynl Yn2 " Ynn

dimana a;;, adalah bilangan rill, anggota y;; pada sisi kanan adalah bilangan fuzzy,
dan anggota x;; adalah anggota yang tidak diketahui, dengan ¢,j5 = 1,2,---,n
disebut suatu sistem persamaan matriks fuzzy. Dengan menggunakan notasi matriks
sistem persamaan matriks fuzzy di atas dapat ditulis sebagai berikut :

AX =Y (4.1)
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dengan

a1l @12 *+° QAln T11 12 **° Tin
az1 Q22 -+ - Q2n ~ T21 X22 * - To2p

A= . . . |, X=1 . . . . |dan
Anpl Anp2 *** Gpn Tnl Tn2 *°° Tnn
Y11 Y12 * Yin

- Y21 Y22  Yon

Y = o

Ynl Yn2 " Ynn

Suatu matriks bilangan fuzzy

X_(xlv' y Ly 7xn)
dengan
11 Z1j Lin
T21 T2j Ton
Ty = . yLj = . »danxn: . ’
Tnl Tnj Tnn

disebut sebuah solusi dari sistem matriks fuzzy (4.1) jika
Azj=vy;, 7=1,2,--- ,n.

Teorema 4.1. [7] Misalkan bahwa invers dari matriks A ada dan z; =
(w1, 295, y2n;)T adalah solusi dari persamaan (4.1). Maka T+ T = (& +
T1j, T2 +Toj, , Tnj + TM)T adalah solust dari sistem-sistem berikut :

A(ﬁ—’_@) = (yi+E)ﬂ j=12,---,nm,

dimana y; + 75 = (y1; + V17 y2; + V7 Ynj + Tog)” J =120 .

Bukti. Misalkan bentuk parameter dari z;; adalah x;; = [z;;, Ti;], 4,5 = 1,2,--- ,n
dan misalkan entri-entri dari matriks A sebagai a;; = a;»j — a;’j sedemikian sehingga
a;; dan a; adalah positif. Mengingat persamaan (4.1) yaitu AX =Y, dari per-

samaan ini untuk j =1,2,--- ;n dan untuk ¢ = 1,2,--- ,n diperoleh
1715 + A2%25 + + - + AinTnj = Yij-

Persamaan di atas dalam bentuk parameter akan menjadi seperti di bawah ini

(aiy — i) (@1, T1j) + (alg — ajp)(29;, Taj) + -+ + (af, — aly,) (2,5, Tnj) = (yij’?ij)-

Kemudian persamaan di atas menjadi seperti berikut
/ 1 = ! 1 = !/ N = ! = 1 ! =
(aj1Z1; — @1T1j + QjaZo; — @jpTaj +  + Ajp Ty — Qi T1j, A7 T1j — Q73 Ty + QjpToj —
" ! = 1 _ -
AjoToj + Ay Tnj — aminj) = (yw yzg)
Lalu persamaan di atas dipisah menjadi dua buah persamaan di bawah ini

li N — / 1 — / " — _
1Ty = A1 T15 + Qjpo; — AinToj + -+ + Qi Ty — Ay T15 = Yij
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dan
! = " ! = " ! = 1 =
A1T15 = Q1 L1; + Qo5 — QiaZo; + 0 + Qi Tnj — Qi Ly i = Y.

Dengan menjumlahkan kedua persamaan di atas diperoleh persamaan di bawah ini
i

(aiy _agll)@u +71;) +(ajy —ag’g)@% +T2j)+- - +(ag, _a;"n)(inj +Tyy) = (yij "‘?ij)'
Sehingga diperolehlah persamaan di bawah ini
ai1(Zy; + Tuj) + @iz(Zo; + Ta5) + -+ + ain(Zy; + Tnj) = (yij + Yij)-
Oleh karena itu
— — — — \T

T+ T = (25, + 75,85, + Ty, 35 +7T5,)
adalah solusi dari

Untuk menyelesaikan sistem persamaan matriks fuzzy (4.1), akan digunakan

sistem pada Teorema (4.1). Ini artinya sistem persamaan matriks fuzzy (4.1) harus
diubah terlebih dahulu menjadi sistem seperti berikut ini:

a11(zy; + Tij)+ - Fain(z,; + Tnj) = (Elj +715);
a21(z1; +T1j)+ -+ +azn(z,; +Tnj) = (sz + Ya;),

an1(Z1j + T1j)+ - Fann(Zn; + Tnj) = (an + Unj)s
j:1721”' , 1.

Dengan menggunakan notasi matriks persamaan di atas dapat ditulis seperti berikut

AX+X)= (Y +Y), (4.2)
dengan
@11 ai2 -+ Qin
@21 A22 * -+ G2n
A= ,
Anl Gp2 *** Apn
Ty +T11 Zyg +T12 - Ty, + T1p
_ Zo1 +To1 Tog + Too -+ To, + To
X+X= " " dan
znl +Tn1 gnQ +Tn2 Tt lnn +fnn
Yy TY11 Yot 12 0 Yy, T Yin
_ Yor T Y21 Yoy T Y22 - Y, + Yo
Y4y =770 72 C oo

in + ynl gnz + yn2 T y,m + ynn
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Selanjutnya dimisalkan bahwa solusi dari (4.2) sebagai
Ly + Ty
dj =, +75 = %T@j =12, n. (4.3)
T, + Tnj
dan dimisalkan D = (dy,ds,--- ,d,), sehingga D = X + X. Karena
AX+X)=(Y+Y)
maka
D=A"YY +Y). (4.4)

Misalkan matriks B, «, adalah matriks yang memuat entri-entri positif dari ma-
triks A, xn, entri-entri selainnya bernilai nol dan misalkan matriks C,,«, adalah
matriks yang memuat nilai mutlak entri-entri negatif dari entri-entri matriks
Ay xn,yang berarti A, x, = Buxn — Crnxn. Sekarang dengan menggunakan notasi
matriks pada (4.1) yaitu AX =Y, diperoleh (B — C)X =Y yang dalam bentuk
parameter adalah (B — C)(X(r) + X(r)) = (Y(r) + Y(r)). Kemudian sistem ini
dapat ditulis sebagai berikut:

BX(r) — CX(r) = Y(r),

BX(r) - CX(r) =Y(r).
Dengan mensubstitusikan X (r) = D — X(r) dan X(r) = D — X(r) ke dalam
persamaan pertama dan kedua dari sistem di atas, secara berturut-turut diperoleh
(B+O)X(r)=Y(r)+CD,
(B+C)X(r)=Y(r)+CD.
Oleh karena itu diperoleh persamaan berikut ini
X(r)=(B+C)"'(X(r) + CD),
(4.5)
X(r)=(B+C)" ' (Y(r)+CD).

Sehingga kita dapat menyelesaikan sistem persamaan matriks fuzzy (4.1) dengan
menyelesaikan persamaan-persamaan (4.2)-(4.5).

5. Kesimpulan

Berdasarkan pembahasan pada sebelumnya solusi dari sistem persamaan matriks
fuzzy n x n dapat ditemukan dengan menggunakan metode Friedman, dkk [5] dan
metode baru yang diperkenalkan oleh Mahmood Otadi dan Maryam Mosleh [7].
Dengan menggunakan metode baru ini sistem persamaan matriks fuzzy n x n dapat
diselesaikan dengan cara yang lebih sederhana dan efisien, bahkan untuk sistem
persamaan matriks fuzzy n x n yang lebih besar.

Sebagai saran dapat dibahas tentang perbandingan antara metode-metode
dalam penyelesaian sistem persamaan matriks fuzzy n x n.
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