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Abstrak. Kajian tentang kestabilan sistem deskriptor linier kontinu merupakan topik
klasik yang telah dikaji oleh berbagai peneliti. Pada paper ini akan diulas kembali tentang
kriteria kestabilan dan stabilisasi sistem deskriptor linier kontinu. Metode dekomposisi
standar akan digunakan pada pembahasan selanjutnya. Algoritma memilih kontrol feed-
back pada masalah stabilisasi sistem deskriptor linier kontinu akan diberikan pada akhir
tulisan.

Kata Kunci: Kontrol feedback, metode dekomposisi standar, sistem deskriptor regular,
stabilisasi.

1. Pendahuluan

Diberikan suatu sistem persamaan diferensial orde satu sebagai berikut.
Ex(t) = Ax(t) + Bu(t), x(0) = xo, (1.1)

di mana E, A € M,(R), B € M,,_,(R). Pada persamaan di atas, x(t) € R” meny-
atakan variabel keadaan, u(t) € R™ adalah variabel kontrol (input), dan ¢ € R
menyatakan waktu. Sistem (1.1) sering disebut sebagai sistem deskriptor linier kon-
tinu [2,3]. Secara ringkas, sistem (1.1) ditulis sebagai [E, A, B]. Sistem ini sering
dijumpai sebagai model untuk beberapa permasalahan, terutama dalam bidang
rekayasa, biologi, dan ekonomi [1,2,3].

Jika matriks E adalah singular, sistem (1.1) mungkin tidak mempunyai solusi.
Dalam [1] dinyatakan bahwa sistem (1.1), dengan rank(E) < n, memiliki solusi
tunggal jika det(AE — A) # 0 untuk suatu A € C. Untuk selanjutnya, sistem (1.1)
dengan det(AE — A) # 0 untuk suatu A € C disebut sistem deskriptor regular.

Salah satu kriteria untuk kestabilan sistem (1.1) adalah bagian riil dari semua
nilai eigen pasangan matriks (F, A) bernilai negatif. Sistem (1.1) dikatakan dapat
distabilkan jika terdapat kontrol feedback u(t) = Kx(t) + w(t) untuk suatu K €
M n(R) dan w(t) € R™ sedemikian sehingga sistem loop tertutup

Ex(t) = (A + BK)x(t) + Bw(t) (1.2)

adalah stabil [1,2]. Dalam hal ini, vektor u(t) € R™ dikatakan kontrol yang mensta-
bilkan sistem (1.1). Masalah yang akan dikaji pada paper ini adalah bagaimanakah
syarat cukup dan perlu agar sistem (1.1) dapat distabilkan.
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2. Beberapa Hal Tentang Teori Matriks

Dalam bagian ini disajikan beberapa hal penting berkenaan dengan teori matriks.
Teori tersebut berguna untuk mendapatkan syarat perlu dan cukup bagi stabilisasi
sistem deskriptor linier kontinu.

Misalkan E, A € M, (R). Skalar A € C dikatakan nilai eigen berhingga dari
suatu pasangan matriks (F, A) jika det(A\E — A) = 0. Himpunan semua nilai eigen
berhingga dari (E, A) dinotasikan dengan o;(E,A). Suatu vektor x € C"\{0}
sedemikian sehingga (AE — A)x = 0 disebut sebagai vektor eigen dari (E, A) yang
berkaitan dengan nilai eigen \. Jika E singular dan v € C"\{0} sedemikian se-
hingga Ev = 0, maka v disebut sebagai vektor eigen yang berkaitan dengan nilai
eigen co. Himpunan semua nilai eigen dari (E, A) disebut spektrum dari (E, A),
dan dinotasikan dengan o(E, A). Jelas bahwa o(E, A) = 05(E, A) U {oo} [3].

Matriks A € M, (R) dikatakan nilpoten jika A" = 0 untuk suatu bilangan
bulat positif » dan A"~1 # 0. Bilangan bulat positif terkecil h sedemikian sehingga
AP = 0 disebut sebagai indeks nilpotensi dari matriks A.

3. Stabilisasi Sistem Deskriptor Linier Kontinu

Dalam [1,2] dinyatakan bahwa jika terdapat skalar «, 8 > 0 sedemikian sehingga
jika u(t) = 0 untuk ¢ > 0, maka x(¢) memenuhi

()2 < ae™|x(0)l2, t>0. 3.1)

Hal tersebut bermakna bahwa jika sistem (1.1) adalah stabil dan u(¢) = 0, maka
tlim x(t) = 0. Kestabilan sistem (1.1) dapat dikaji dengan mendekomposisi sistem
—00

(1.1) menjadi suatu bentuk yang ekivalen dengan sistem tersebut.
Teorema berikut diperlukan untuk mendapatkan suatu sistem yang ekivalen
dengan sistem (1.1).

Teorema 3.1. [2] Pasangan matriks (E, A) dengan E, A € M, (R), adalah regular
jika dan hanya jika terdapat dua matriks nonsingular P dan Q sehingga

QEP = diag (I,,,N), QAP =diag(A41,1I,,), (3.2)
dimana ny +ng =n, A1 € My, (R), N € M,,,(R), dan N adalah matriks nilpoten.

Dengan menggunakan Teorema 3.1, maka sistem (1.1) dapat ditulis dalam ben-
tuk yang ekivalen, yaitu

5(1 = A1X1 + Blu, Xl(O) = X10 (33)
dan
N).(g = X9 + Bgl].7 XQ(O) = X20- (34)

Subsistem (3.3) disebut sebagai slow-subsistem dan subsistem (3.4) disebut sebagai
fast-subsistem. [2].

Teorema 3.2. [1,2,3] Sistem (1.1) adalah stabil jika
op(E,A) Cc C_, (3.5)
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di mana C_ = {s|s € C,Re(s) < 0}.

Bukti. (=) Perhatikan kembali Teorema 3.1, terdapat dua matriks non singu-
lar @ dan P. Dengan mengasumsikan sistem (1.1) regular, sehingga terpenuhinya
standar dekomposisi berikut

I, 0

A1 0
0 N} danQAP_{ },

EP =
@ { 0 I,e

di mana @, P € M, (R) adalah matriks nonsingular, ny + ny = n, 4; € M,, (R),
N € M, (R) adalah matriks nilpoten. Misalkan

X1 (t) :| |:X10:|
x(t) =P , Xo=P . 3.6
W=r 0] x=r | (5.6)
Sistem (1.1) ekivalen terhadap sistem berikut
)‘(1 (t) = A1X1 (t), X1 (O) = X10 (37)

dengan solusi sebagai berikut.

).(1 (t) = A1X1 (t)
e_Alt)'(l(t) =€ AltAlxl (t)
e AltAlxl (t) +e Alt)'il (t) =0
d
ﬁe*Altxl (t)=0
t
d —Aqt
— t)dt =0
| et
e~ Mix (1)) =0
e Mitx (1) —e M Ox,(0) =0
“A () = x1(0)
x1(t) = eMx10, t>0
dan
NX2 (t) = X9 (t)
dengan solusi
x2(t) =0, ¢>0. (3.8)

Misalkan ketidaksamaan (3.1) dipenuhi. Dengan menggunakan persamaan (3.6)
dan (3.8) diperoleh

ol =1,

lex (8)lly < (|27, 1)l
= HP‘l“Qae_ﬁt Ix(0)|,, t>0.
Oleh karena x; () memenuhi (3.9), maka sistem (3.7) stabil, sehingga
or(A1) CC_. (3.9)
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(<) Misalkan (3.9) dipenuhi, akan ditunjukkan bahwa terdapat «,8 > 0
sedemikian sehingga

()l < 1Pl ae™ [x1(0)],, ¢ >0.

Perhatikan bahwa

o 2

2

<17l | |29
1)),
= [1P[ly 2 (8)1]
< ae” 7 |xy(0)],
< ae P |x(0)||,, t>0. (3.10)
Ketidaksamaan (3.10) memenuhi ketidaksamaan (3.1). O

Adakalanya suatu sistem deskriptor linier kontinu regular (1.1) tidak stabil.
Dalam [2] dinyatakan bahwa sistem deskriptor yang tidak stabil dapat distabilkan
dengan menggunakan kontrol feedback,

u(t) = Kx(t) + wit), (3.11)

dimana K € M,, ,(R) dan w € R™. Dengan menggunakan kontrol feedback (3.11),
maka sistem (1.1) dapat ditulis menjadi

Ex(t) = (A + BK)x(t) + Bw(t). (3.12)

Sistem (3.12) disebut sebagai sistem loop tertutup [1,2].
Berikut ini dikemukakan beberapa hal tentang stabilisasi dari suatu sistem
deskriptor linier kontinu.

Teorema 3.3. [1,2] Diberikan sistem deskriptor linier kontinu regular
Ex(t) = Ax(t) + Bu(t). (3.13)
Sistem (3.13) dapat distabilkan jika dan hanya jika
rank[sE — A | B]=n (3.14)

untuk setiap s € C4 dimana C4 = {s|s € C,Re(s) > 0}.

Bukti. = Menurut Teorema 3.2, sistem (3.13) dapat distabilkan jika dan hanya
jika terdapat K € M, ,,(R) sedemikian sehingga

oy (E,A) c C_.
Pernyataan tersebut ekivalen dengan

rank [sE — (A + BK)] = n, (3.15)
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untuk setiap s € C;. Perhatikan bahwa

rank [sE — (A + BK)] = rank ([SE — Al B] {i{])

< min {rank [sE — A | B],rank {IK] }

=rank[sE — A | B]. (3.16)
Persamaan (3.16) jelas bahwa rank[sE — (A + BK)| = n.
<= Asumsikan bahwa kondisi (3.14) dipenuhi. Dari Teorema 3.1 mestilah ter-

dapat matriks nonsingular P dan @ sedemikian sehingga sistem (3.13) ekivalen
dengan subsistem (3.3) dan (3.4). Perhatikan bahwa

rank [sE — A | B] = rank [sQEP — QAP | QB (3.17)
=ng +rank [s] — A | By] (3.18)
=n (3.19)

untuk setiap s € Cy. Akibatnya rank[s] — A; | B1] = n — ng = n; untuk setiap
s € C,. Jelas bahwa slow subsistem dapat distabilkan. Oleh karena itu, pilih K; €
Mip.n, (R) sedemikian sehingga o y(A1+B1 K1) C C_. Misalkan K = [K; | 0] P71 €
M .n, (R). Akibatnya,

o¢(E,A+ BK) = 0;(QEP,Q(A + BK)P)
= O'f(Al +BlK1) O

Berikut algoritma memilih matriks K € M,, ,(R) pada kontrol feedback (3.11)
sedemikian sehingga sistem (1.1) dapat distabilkan [2]:

langkah (1) Ubah sistem (1.1) menjadi bentuk dekomposisi standar (3.3) dan
(3.4).

langkah (2) Pilih K7 € M, », (R) sedemikian sehingga sistem (A;, By) stabil.

langkah (3) Dapatkan matriks K € M,, ,,(R) dengan cara sebagai berikut.

K= (K, |0)P"
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