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Abstrak. Persamaan Diophantine merupakan persamaan polynomial yang solusinya

berada di himpunan bilangan bulat. Persamaan Diophantine terbagi dua, yaitu per-

samaan Diophantine linier dan persamaan Diophantine tidak linier. Persamaan Diophan-
tine tidak linier yang berbentuk x2 − Dy2 = 1 dimana D bukan merupakan bilangan

kuadrat, dengan (x, y) adalah solusi, disebut persamaan Pell. Salah satu cara untuk

menentukan solusi persamaan Pell,(xk, yk), jika (x1, y1) diketahui adalah :

(xk + yk
√
D) = (x1 + y1

√
D)k, untuk k = 1, 2, 3, · · · .
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1. Pendahuluan

Persamaan Pell merupakan salah satu bentuk persamaan Diophantine, karena per-

samaan Pell memiliki tak hingga banyaknya solusi (x, y) di himpunan bilangan

bulat. Bentuk umum dari persamaan Pell adalah

x2 −Dy2 = 1,

dimana x, y,D ∈ Z, danD bukan merupakan bilangan kuadrat (nonsquare number).

Oleh karena persamaan Pell memiliki tak hingga banyaknya solusi (x, y) di him-

punan bilangan bulat, maka makalah ini akan mengkaji cara menentukan solusi

persamaan Pell jika solusi (x1, y1) diketahui.

2. Persamaan Diophantine

Persamaan Diophantine adalah polinomial dengan satu atau lebih variabel dan

koefsien di himpunan bilangan bulat. Persamaan Diophantine terdiri dari per-

samaan Diophantine linier dan persamaan Diophantine tidak linier. Bentuk paling

sederhana dari persamaan Diophantine linier dengan dua variabel x dan y adalah

ax + by = c dimana a, b, c ∈ Z. Sedangkan salah satu bentuk dari persamaan Dio-

phantine tidak linier dengan dua variabel x dan y adalah axn + byn = c.
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3. Bilangan Kuadrat Segitiga

Bilangan kuadrat segitiga adalah bilangan yang termasuk bilangan kuadrat dan

bilangan segitiga.

Teorema 3.1. [2] Bilangan kuadrat segitiga bersesuaian dengan persamaan x2 −
2y2 = 1, dimana x, y ∈ Z+.

Bukti. Diketahui bentuk umum dari bilangan segitiga adalah Tm = m(m+1)
2 , m ∈

Z, dan bentuk umum dari bilangan kuadrat adalah Sn = n2, n ∈ Z.
Akan dibuktikan bilangan kuadrat segitiga bersesuaian dengan persamaan x2 −
2y2 = 1, dimana x, y ∈ Z+.

Perhatikan bahwa:

Tm = Sn

m(m+ 1)

2
= n2

m2 +m = 2n2

(m+
1

2
)2 − 1

4
= 2n2

(2m+ 1)2 − 1 = 2(2n)2

(2m+ 1)2 − 2(2n)2 = 1.

Berdasarkan persamaan di atas , maka bilangan kuadrat segitiga bersesuaian den-

gan persamaan x2 − 2y2 = 1, dengan x = 2m + 1 dan y = 2n. Karena m,n ∈ Z,
maka x, y ∈ Z.

Teorema 3.2. [2] Setiap solusi (xk, yk), dimana xk, yk ∈ Z+, untuk persamaan

x2− 2y2 = 1 dapat diperoleh dari xk + yk
√
2 = (3+ 2

√
2)k untuk k = 1, 2, 3, cdots .

Bukti. Misalkan (u, v) solusi dari x2 − 2y2 = 1, dimana u, v ∈ Z+.

Akan dibuktikan u+ v
√
2 = (3 + 2

√
2)k.

Misalkan u < 3. Perhatikan bahwa dengan menggunakan trial and error, persamaan

x2−2y2 = 1 memiliki solusi yaitu (x1, y1) = (3, 2). Akibatnya jika u < 3 maka solusi

(u, v) tidak memenuhi persamaan x2 − 2y2 = 1.

Misalkan u = 3. Karena solusi (x1, y1) = (3, 2) untuk persamaan x2 − 2y2 = 1

adalah (3, 2), maka terbukti (u, v) memenuhi persamaan x2 − 2y2 = 1.

Misalkan u > 3, akan ditunjukkan ada solusi lain (s, t) pada bilangan bulat positif

sedemikian sehingga

u+ v
√
2 = (3 + 2

√
2)(s+ t

√
2), s < u.

Perhatikan bahwa :

u+ v
√
2 = (3 + 2

√
2)(s+ t

√
2)

= (3s+ 4t) + (2s+ 3t)
√
2.

Sehingga,

u = 3s+ 4t, v = 2s+ 3t.
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Akibatnya,

s = 3u− 4v, t = −2u+ 3v.

Untuk menguji nilai (s, t), perhatikan bahwa :

s2 − 2t2 = (3u− 4v)2 − 2(−2u+ 3v)2

= (9u2 − 24uv + 16v2)− 2(4u2 − 12uv + 9v2)

= u2 − 2v2

= 1.

Selanjutnya akan dibuktikan apakah s bernilai positif.

Perhatikan bahwa :

u2 = 1 + 2v2 > 2v2,

maka u >
√
2v. Sehingga

s = 3u− 4v > 3
√
2v − 4v = (3

√
2− 4)v > 0.

Terbukti s bernilai positif.

Selanjutnya akan dibuktikan apakah t bernilai positif.

Perhatikan bahwa:

u > 3

u2 > 9

9u2 > 9 + 8u2

9u2 − 9 > 8u2

u2 − 1 >
8

9
u2

2v2 >
8

9
u2

v >
2

3
u.

Perhatikan bahwa t = −2u + 3v. Dengan menggunakan ketidaksamaan di atas,

maka

t = −2u+ 3v > −2u+ 3 · 2
3
u = 0.

Sehingga terbukti t bernilai positif.

Karena s dan t bernilai positif dan u = 3s + 4t maka s < u. Akibatnya jika u > 3

ada solusi lain (s, t) pada bilangan bulat positif sedemikian

u+ v
√
2 = (3 + 2

√
2)(s+ t

√
2), s < u.

4. Persamaan Pell

Definisi 4.1. [2] Persamaan Pell adalah persamaan Diophantine dalam bentuk x2−
Dy2 = 1 , x, y,D ∈ Z+, dan D bukan merupakan bilangan kuadrat (nonsquare

number).
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Teorema 4.2. [3] Jika (x1, y1) dan (x2, y2) merupakan solusi dari persamaan Pell,

x2 − Dy2 = k, sedemikian hingga x1 ≡ x2(mod k) dan y1 ≡ y2(mod k), maka

persamaan Pell x2 −Dy2 = 1 memiliki solusi dalam bentuk bilangan bulat positif.

Bukti. Misalkan (x1, y1) dan (x2, y2) solusi dari persamaan Pell, maka x2
1−Dy21 = k

dan x2
2 −Dy22 = k.

Perhatikan bahwa:

k2 = (x2
1 −Dy21)(x

2
2 −Dy22)

= x2
1x

2
2 −Dx2

1y
2
2 −Dx2

2y
2
1 +D2y21y

2
2

= (x2
1x

2
2 − 2Dx1x2y1y2 +D2y21y

2
2)−D(x2

1y
2
2 − 2x1x2y1y2 + x2

2y
2
1)

= (x1x2 −Dy1y2)
2 −D(x1y2 − x2y1)

2

1 = (
x1x2 −Dy1y2

k
)2 −D(

x1y2 − x2y1
k

)2.

Karena x1 ≡ x2(mod k) dan y1 ≡ y2(mod k), maka

x1x2 −Dy1y2 ≡ x1x1 −Dy1y1 = x2
1 −Dy21 .

Karena x2
1 −Dy21 = k dan k ≡ 0(mod k), maka x2

1 −Dy21 ≡ 0(mod k), sehingga

x1x2 −Dy1y2 ≡ x2
1 −Dy21 ≡ 0(mod k). Akibatnya

(
x1x2 −Dy1y2

k
,
x1y2 − x2y1

k
)

adalah solusi bilangan bulat untuk persamaan Pell x2 −Dy2 = 1.

Teorema 4.3. [1] Jika (x1, y1) adalah solusi minimal dari persamaan Pell, maka

setiap solusi (xk, yk) dapat dicari dengan

xk + yk
√
D = (x1 + y1

√
D)k, k = 1, 2, 3, · · ·

dimana x1, y1, xk, yk ∈ Z+.

Bukti. Misalkan (x1, y1) adalah solusi minimal dari persamaan Pell, dimana

x1, y1 ∈ Z+ .

Akan dibuktikan setiap solusi (xk, yk) dapat dicari dengan

xk + yk
√
D = (x1 + y1

√
D)k, k = 1, 2, 3, · · · .

Perhatikan bahwa xk + yk
√
D > 1 dan (x1 + y1

√
D)k untuk k = 1, 2, 3, cdots dapat

bernilai 1 sampai ∞, sehingga xk + yk
√
D berada pada selang

(x1 + y1
√
D)k ≤ xk + yk

√
D < (x1 + y1

√
D)k+1

untuk k ≥ 0. Dengan membagi persamaan di atas dengan (x1 + y1
√
D)k, maka

1 ≤ (xk + yk
√
D)(x1 + y1

√
D)−k < x1 + y1

√
D.

Misalkan (xk + yk
√
D)(x1 − y1

√
D)k = a+ b

√
D. Maka,

1 ≤ a+ b
√
D < x1 + y1

√
D.
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Jika 1 < a+ b
√
D maka a dan b bernilai positif, sehingga b < y1. Hal ini kontradiksi

terhadap pernyataan bahwa y1 bernilai minimal. Maka haruslah 1 = a+ b
√
D yang

berarti

xk + yk
√
D = (x1 + y1

√
D)k, untuk k = 1, 2, 3, · · · .

Sehingga terbukti bahwa setiap solusi (xk, yk) dapat dicari dengan

xk + yk
√
D = (x1 + y1

√
D)k, untuk k = 1, 2, 3, · · · .
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