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Abstrak. Matriks fuzzy adalah matriks yang entri-entrinya berada pada selang tutup
[0, 1]. Pada tulisan ini akan membahas tentang sifat-sifat yang bersesuaian dengan kesi

milaran semu pada matriks fuzzy A dan B. Selanjutnya, diperoleh sifat-sifat yang ber

sesuaian dengan kesimilaran semu pada matriks fuzzy A dan B yaitu misalkan A dan B
adalah matriks fuzzy masing-masing berukuran m × m dan n × n sedemikian sehingga

A similar B, maka (1) A adalah matriks regular jika dan hanya jika B adalah matriks

regular. (2) A adalah idempoten jika dan hanya jika B adalah idempoten.
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1. Pendahuluan

Matriks fuzzy didefinisikan pertama kali oleh Thomson pada tahun 1977 [3], kemu-

dian teori dari matriks fuzzy dikembangkan oleh Kim dan Roush dan dilanjutkan

dengan komposisi max-min matriks Boolean [2]. Operasi-operasi pada matriks fuzzy

menggunakan operasi max-min dan berbeda dengan operasi matriks atas bilangan

real dan kompleks.

Pada matriks fuzzy terdapat konsep generalisasi invers (g-invers). Generalisasi

invers (g-invers)merupakan perluasan dari konsep invers matriks yang dideskrip-

sikan oleh E.H Moore pada tahun 1920. Kemudian pada tahun 1955 Roger Penrose

berhasil mendeskripsikan empat persamaan yang harus dipenuhi untuk menentukan

g-invers [1]. Persamaan tersebut dikenal dengan nama persamaan Penrose. Tulisan

ini akan menjelaskan definisi dan sifat-sifat yang bersesuaian dengan kesimilaran

semu pada matriks fuzzy A dan B.

2. Landasan Teori

Pada bagian ini akan dijelaskan operasi penjumlahan dan perkalian pada aljabar

dan karakteristik yang terkait dengan operasi penjumlahan dan perkalian fuzzy.

Definisi 2.1. [6] Misalkan a, b ∈ F dimana F = [0, 1] maka operasi penjumlahan

dan perkalian pada a, b didefinisikan sebagai berikut,

a + b = max{a, b}, a · b = min{a, b}.
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Definisi 2.2. [4] Aljabar fuzzy adalah sistem matematika (F,+, ·) dengan operasi +

dan · yang didefinisikan pada himpunan F , dimana untuk setiap a, b, c ∈ F berlaku:

(1) a + a = a dan a · a = a ,

(2) a + b = b + a dan a · b = b · a ,

(3) a + (b + c) = (a + b) + c dan a · (b · c) = (a · b) · c ,

(4) a + (a · b) = a dan a · (a + b) = a ,

(5) a · (b + c) = (a · b) + (a · c) dan a + (b · c) = (a + b) · (a + c) ,

(6) terdapat 0 ∈ F sehingga a + 0 = a dan a · 0 = 0,

(7) terdapat 1 ∈ F sehingga a + 1 = 1 dan a · 1 = a.

Selanjutnya, akan dijelaskan definisi dari matriks fuzzy dan sifat-sifat yang di-

gunakan.

Definisi 2.3. [4] Matriks A = [ai,j ] dikatakan matriks fuzzy jika aij ∈ [0, 1].

Definisi 2.4. [4] Misalkan Fmn menunjukkan himpunan semua matriks fuzzy

berukuran m× n. Jika m = n, maka dapat ditulis dengan Fn.

Definisi 2.5. [4] Misalkan A = [aij ] dan B = [bij ] adalah matriks-matriks fuzzy

berukuran m× n, maka penjumlahan dari A,B didefinisikan sebagai berikut,

A + B = [aij + bij ]

= [max{aij , bij}]. (2.1)

Definisi 2.6. [4] Misalkan A = [aik] adalah matriks fuzzy berukuran m×p dan B =

[bkj ] adalah matriks fuzzy berukuran p× n, maka perkalian dari A,B didefinisikan

sebagai berikut,

AB = [aik · bkj ]

=

[ p∑
k=1

aik, bkj

]
= [max

k
{min{aik, bkj}}]. (2.2)

Definisi 2.7. [4] Misalkan A = [aij ] adalah matriks fuzzy berukuran m × n, k ∈
[0, 1] dan [0, 1] adalah aljabar fuzzy, maka perkalian dari k,A didefinisikan sebagai

berikut,

k ·A = [k · aij ]
= [min{k, aij}]. (2.3)

Definisi 2.8. [4] Misalkan A = [aij ] dan B = [bij ] adalah matriks-matriks fuzzy

berukuran m× n. Dikatakan A ≤ B apabila aij ≤ bij untuk setiap i, j.

Proposisi 2.9. [4] Misalkan A,B,C ∈ F dengan ukuran masing-masing m×n, n×
p dan p× q, maka berlaku:

(AB)C = A(BC).

Bagian ini akan menjelaskan pengertian dari idempoten dan matriks regular.
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Definisi 2.10. [6] Suatu Matriks fuzzy A berukuran n × n adalah idempoten jika

dan hanya jika A2 = A.

Definisi 2.11. [4] Misalkan A− adalah suatu g-invers dari A, matriks A adalah

regular jika memenuhi AA−A = A.

3. Pembahasan

3.1. Kesimilaran Semu Pada Matriks Fuzzy

Definisi 3.1. [4] Matriks A ∈ Fm dan B ∈ Fn disebut sebagai kesimilaran semu,

dinotasikan oleh A ' B, jika terdapat suatu matriks X ∈ Fmn dan Y ∈ Fnm

sedemikian sehingga A = XBY , B = Y AX, dan X = XYX.

Lema 3.2. [4] Misalkan A ∈ Fm dan B ∈ Fn, maka pernyataan berikut ekivalen:

(i) A ' B.

(ii) Terdapat X ∈ Fmn dan Y ∈ Fnm sedemikian sehingga A = XBY , B = Y AX,

dan XY ∈ Fm adalah idempoten.

(iii) Terdapat X ∈ Fmn dan Y ∈ Fnm sedemikian sehingga A = XBY , B = Y AX,

dan Y X ∈ Fn adalah idempoten.

Bukti.

(i) ⇒ (ii) dan (i) ⇒ (iii) trivial, karena X = XYX maka XY ∈ Fm dan

Y X ∈ Fn adalah idempoten.

(ii) ⇒ (i) A = XBY = (XY )A(XY ) = (XYX)B(Y XY ), dengan cara

yang sama B = Y AX = (Y X)B(Y X) = (Y XY )B(XYX), misal X ′ =

XYX Y ′ = Y XY , maka diperoleh: A = X ′BY ′ dan B = Y ′AX ′.

Selanjutnya, dengan menggunakan XY adalah idempoten maka X ′Y ′ =

(XYX)(Y XY ) = (XY )2(XY ) = XY (X ′Y ′)(X ′Y ′) = (XY )(XY ) =

XY = X ′Y ′ sehingga diperoleh X ′Y ′ adalah idempoten. A = X ′BY ′ =

X ′(Y ′AX ′)Y ′ = (X ′Y ′X ′)B(Y ′X ′Y ′) dengan cara yang sama B = Y ′AX ′ =

(Y ′X ′Y ′)A(X ′Y ′X ′) misalkan X ′′ = X ′Y ′X ′ dan Y ′′ = Y ′X ′Y ′. Diperoleh

A = X ′′BY ′′ dan B = Y ′′AX ′′. Karena X ′Y ′ adalah idempoten, diperoleh

X ′′Y ′′X ′′ = (X ′Y ′X ′)(Y ′X ′Y ′)(X ′Y ′X ′) = X ′Y ′X ′ = X ′′.

(iii) ⇒ (i) Dapat dibuktikan dengan cara yang sama dengan di atas.

Teorema 3.3. [4] Misalkan A ∈ Fm dan B ∈ Fn, maka pernyataan berikut eki-

valen:

(i) A ' B.

(ii) Terdapat X ∈ Fmn dan Y ∈ Fnm sedemikian sehingga A = XBY , B = Y AX,

dan (XY )k ∈ Fm adalah idempoten untuk suatu bilangan ganjil k ∈ N .

(iii) Terdapat X ∈ Fmn dan Y ∈ Fnm sedemikian sehingga A = XBY B = Y AX,

dan (Y X)k ∈ Fn adalah idempoten untuk suatu bilangan ganjil k ∈ N .

Bukti.
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(i) ⇒ (ii) Ikuti berdasarkan Lema 3.2.

(ii) ⇒ (i) A = XBY = X(Y AX)Y = (XY )(XBY )(XY ) =

(XY )2(XBY )(XY )2, hingga dengan cara yang sama diperoleh A =

(XY )r(XBY )(XY )r dan B = Y AX = Y (XBY )X = (Y X)(Y AX)(Y X) =

Y (XY )2A(XY )2X. Dengan cara yang sama diperoleh B = Y (XY )rA(XY )rX.

Misalkan X ′ = (XY )rX dan Y ′ = Y (XY )r maka diperoleh A =

(XY )r(XBY )(XY )r = X ′BY ′ dan B = Y (XY )rA(XY )rY = Y ′AX ′, mis-

alkan k = 2r + 1 dengan r ∈ N diperoleh X ′Y ′ = [(XY )rX][Y (XY )r] =

(XY )2r+1 = (XY )k idempoten. Berdasarkan Lema 3.2 maka A ' B terbukti.

(i) ⇒ (iii) Ikuti berdasarkan Lema 3.2.

(ii) ⇒ (iii) Dapat dibuktikan dengan cara yang sama dengan di atas.

Akibat 3.4. [4] Misalkan A ∈ Fm dan B ∈ Fn, maka pernyataan berikut ekivalen.

(i) A ' B.

(ii) Terdapat X ∈ Fmn dan Y ∈ Fnm sedemikian sehingga A = XBY , B = Y AX,

dan [(XY )k = XY ] ∈ Fm untuk suatu k ∈ N bilangan genap.

(iii) Terdapat X ∈ Fmn dan Y ∈ Fnm sedemikian sehingga A = XBY , B = Y AX,

dan [(Y X)k = Y X] ∈ Fn untuk suatu k ∈ N bilangan genap.

Bukti.

(i) ⇒ (ii) Ikuti berdasarkan Teorema 3.3.

(ii) ⇒ (i) (XY )k = XY untuk suatu k ∈ N bilangan genap.

Misal k = 2l untuk suatu l ∈ N , maka (XY )2l = XY , karena

(XY )2l = (XY )2l−1(XY ) sehingga (XY )2l−1(XY ) = XY . Selanjutnya

(XY )2l−1(XY )2l−1 = (XY )2l−1(XY )(XY )2(l−1) = (XY )(XY )2(l−1) =

(XY )2l−1. Jadi karena (XY )2l−1 adalah idempoten berdasarkan Teorema 3.3,

maka A ' B terbukti.

(ii) ⇒ (i) Dapat dibuktikan dengan cara yang sama dengan di atas.

Lema 3.5. [4] Misalkan A ∈ Fm dan B ∈ Fn, maka pernyataan berikut ekivalen.

(i) A ' B.

(ii) Terdapat X ∈ Fmn dan Y ∈ Fnm sedemikian sehingga A = XBY , B = Y AX,

X = XYX dan Y = Y XY .

(iii) Terdapat X ∈ Fmn dan Y,Z ∈ Fnm sedemikian sehingga A = XBY , B =

ZAX, dan X = XYX = XZX.

Bukti.

(i) ⇒ (iii) Karena A ' B, artinya terdapat X ∈ Fmn dan Y ∈ Fnm sedemikian

sehingga A = XBY , B = Y AX, dan X = XYX. Pilih Z ∈ Fnm dengan

Z = Y , akibatnya A = XBY , B = ZAX dan X = XZX.

(iii) ⇒ (ii) A = XBY = X(ZAX)Y = (XZ)A(XY ) = XB(Y XY ) dan

B = ZAX = Z(XBY )X = (ZX)B(Y X) = (ZXZ)AX. Selanjutnya X =
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XYX = (XYX)Y (XYX) = X(Y XY )X dan dengan cara yang sama diper-

oleh X = XZX = X(ZXZ)(XZX) = X(ZXZ)X.

Misalkan Y ′ = Y XY dan Z ′ = ZXZ, maka diperoleh X = XY ′X dan

X = XZ ′X. Akibatnya A = XBY ′ dan B = Z ′AX.

Selanjutnya misalkan Y ′′ = Z ′XY ′, maka XY ′′X = X(Z ′XY ′)X =

XZ ′(XY ′X) = XZ ′X = X dan Y ′′XY ′′ = (Z ′XY ′)X(Z ′XY ′) =

(Z ′XY ′)(XZ ′X)Y ′ = (Z ′XY ′)XY ′ = Z ′XY ′ = Y ′′ . Selanjutnya, XBY ′′ =

XB(Z ′XY ′) = X(Z ′AX)(Z ′XY ′) = XZ ′A(XZ ′X)Y ′ = X(Z ′AX)Y ′ =

XBY ′ = A dan Y ′′AX = (Z ′XY ′)AX = (Z ′XY ′)(XBY ′)X =

Z ′(XY ′X)BY ′X = Z ′(XBY ′)X = Z ′AX = B.

Jadi, karena terdapat X ∈ Fmn, Y ′′ ∈ Fnm sedemikian sehingga A = XBY ′′,

B = Y ′′AX, X = XY ′′X, dan Y ′′ = Y ′′XY ′′.

(ii) ⇒ (i) Jelas bahwa semua yang ada pada (ii) memenuhi (i) sehingga ini

trivial.

Teorema 3.6. [4] Misalkan matriks A ∈ Fm dan B ∈ Fn sedemikian sehingga

A ' B, maka A adalah matriks regular jika dan hanya jika B adalah matriks

regular.

Bukti. (⇒) Misal A adalah matriks regular maka berdasarkan Definisi 2.11 terda-

pat G ∈ Fm sedemikian sehingga AGA = A. Akan ditunjukkan B adalah matriks

regular, dengan menunjukkan BUB = B untuk U ∈ Fn.

Karena A ' B, maka berdasarkan Lema 3.2 diperoleh A = XBY = XB(Y XY ) =

(XBY )XY = AXY dan A = XBY = (XYX)BY = XY (XBY ) = XY A. Mis-

alkan U = Y GX maka

BUB = (Y AX)(Y GX)(Y AX) = (AXY )G(XY A)X = Y AGAX = Y (AGA)X = Y AX = B.

Sehingga B adalah matriks regular.

(⇐) Dapat dibuktikan dengan cara yang sama dengan di atas.

Teorema 3.7. [4] Misalkan matriks A ∈ Fm dan B ∈ Fn sedemikian sehingga

A ' B. Maka A adalah idempoten jika dan hanya jika B adalah idempoten.

Bukti. (⇒) Misal A adalah idempoten berarti A2 = A. Akibatnya,

B2 = BB = (Y AX)(Y AX) = Y (AXY )AX = Y AAX = Y A2X = Y AX = B.

Sehingga B2 = B adalah idempoten.

(⇐) Dapat dibuktikan dengan cara yang sama dengan di atas.

4. Kesimpulan

Berdasarkan pembahasan dalam tugas akhir ini, diperoleh sifat-sifat yang ber-

sesuaian dengan kesimilaran semu pada matriks fuzzy A dan B, yaitu sebagai

berikut

(1) Misalkan A ∈ Fm dan B ∈ Fn, maka pernyataan berikut ekivalen:
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(i) A ' B.

(ii) Terdapat X ∈ Fmn dan Y ∈ Fnm sedemikian sehingga A = XBY , B =

Y AX, dan XY ∈ Fm adalah idempoten.

(iii) Terdapat X ∈ Fmn dan Y ∈ Fnm sedemikian sehingga A = XBY , B =

Y AX, dan Y X ∈ Fn adalah idempoten.

(2) Misalkan A ∈ Fm dan B ∈ Fn, maka pernyataan berikut ekivalen:

(i) A ' B.

(ii) Terdapat X ∈ Fmn dan Y ∈ Fnm sedemikian sehingga A = XBY , B =

Y AX, dan (XY )k ∈ Fm adalah idempoten untuk suatu bilangan ganjil

k ∈ N .

(iii) Terdapat X ∈ Fmn dan Y ∈ Fnm sedemikian sehingga A = XBY B =

Y AX, dan (Y X)k ∈ Fn adalah idempoten untuk suatu bilangan ganjil k ∈
N .

(3) Misalkan A ∈ Fm dan B ∈ Fn, maka pernyataan berikut ekivalen:

(i) A ' B.

(ii) Terdapat X ∈ Fmn dan Y ∈ Fnm sedemikian sehingga A = XBY , B =

Y AX, dan [(XY )k = XY ] ∈ Fm untuk suatu k ∈ N bilangan genap.

(iii) Terdapat X ∈ Fmn dan Y ∈ Fnm sedemikian sehingga A = XBY , B =

Y AX, dan [(Y X)k = Y X] ∈ Fn untuk suatu k ∈ N bilangan genap.

(4) Misalkan A ∈ Fm dan B ∈ Fn, maka pernyataan berikut ini ekivalen :

(i) A ' B.

(ii) Terdapat X ∈ Fmn dan Y ∈ Fnm sedemikian sehingga A = XBY , B =

Y AX, X = XYX dan Y = Y XY .

(iii) Terdapat X ∈ Fmn dan Y ∈ Fnm sedemikian sehingga A = XBY , B =

ZAX, dan X = XYX = XZX.

(5) Misalkan matriks A ∈ Fm dan B ∈ Fn sedemikian sehingga A ' B. Maka A

adalah matriks regular jika dan hanya jika B adalah matriks regular.

(6) Misalkan matriks A ∈ Fm dan B ∈ Fn sedemikian sehingga A ' B. Maka A

adalah idempoten jika dan hanya jika B adalah idempoten.
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