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Abstrak. Dalam artikel ini dikaji uji reachability dari sistem diskrit linier positif. Beber-
apa konsep aljabar linier digunakan dalam kajian ini. Beberapa contoh disajikan untuk
mengilustrasikan pengujian reachability.
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1. Pendahuluan

Diberikan suatu sistem linier sebagai berikut.
x(i+ 1) = Ax(i) + Bu(i), x(0) = %o, (1.1)
dimana A € R™*™ matriks keadaan, B € R™*" matriks input, x(i) € R™ adalah
vektor keadaan, u(i) € R™ adalah vektor input, dan ¢ € Z,. Dalam hal ini, R"*"
menyatakan himpunan matriks-matriks riil berukuran n x n, R™ menyatakan him-
punan vektor-vektor riil yang terdiri dari n baris, dan Z, menyatakan himpunan
bilangan bulat nonnegatif. Solusi untuk sistem (1.1) diberikan sebagai berikut.
i—1
x(i) = A'x(0) + > A"* ' Bu(k). (1.2)
k=0
Dalam sebagian aplikasi, solusi yang diperoleh terkadang adalah solusi yang non-
negatif sehingga muncul kajian terhadap sistem linier diskrit positif. Sistem (1.1)
dikatakan positif jika x(i) € R’} untuk setiap xo € R’} dan barisan u(i) € R,
i€ Zy 4]

2. Pembahasan

Berikut akan disajikan beberapa Definisi dan Teorema yang akan digunakan untuk
mendapatkan hasil utama

Definisi 2.1. [5] Suatu matriks A € R}*™ dikatakan matriks monomial jika dalam
setiap baris dan kolom dari A terdapat tepat satu entri yang tak nol dan entri-entri
lainnya adalah nol.
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Definisi 2.2. [7] Misalkan e;,i =1,--- ,n adalah kolom ke i dari matriks identitas
I,. Suatu kolom ae; untuk a > 0 disebut kolom monomial (entri kolom tersebut
memiliki tepat satu entri positif, selainnya nol)

Jika S = vi,vs, -+ v, adalah himpunan tak kosong vektor-vektor maka per-
samaan vektor

kivi+ kovae, -+ kv, =0 (2.1)
memiliki paling tidak satu solusi, yaitu
k1=0, ko =0, --- k., =0

Jika ini satu-satunya solusi maka S disebut sebagai himpunan bebas linier (linearly
independent). Jika terdapat solusi-solusi lain maka S disebut sebagai himpunan
bergantung linier (linearly dependent) [1].

Definisi 2.3. [5] Suatu keadaan x; € R" dikatakan reachable dalam k langkah jika
ada suatu barisan input u(i) € R™, i =0,1,--- ,k—1 yang membawa keadaan awal
x(0) = 0 kepada keadaan x;.

Definisi 2.4. [5] Jika setiap keadaan xy € R"™ adalah reachable dalam k langkah
maka sistem (1.1) disebut reachable dalam k langkah.

Berdasarkan Persamaan (1.2) untuk x(0) = 0, diperoleh

x(k) = Wa(k), (2.2)
dimana
u(k—1)
u(k —2)
W =[B, AB,---, A" 'B] dan u(k)= : : (2.3)
u(0)

Berdasarkan Persamaan (2.2) terlihat bahwa jika rank W = n maka
a(k) =wrwwh)~'x;. (2.4)
Teorema 2.5. [4] Sistem (1.1) adalah reachable jika dan hanya jika
W =[B, AB,---, A" 'B] (2.5)
rank (W) =n

Definisi 2.6. [5] Sistem (1.1) dikatakan positif jika x(i) € R"} untuk setiap xo € R’}
dan barisan u(i) € R, i € Zy.

Teorema 2.7. [6] Sistem (1.1) adalah positif jika dan hanya jika :

AeRY"™  BeRY™

Bukti. (=) Misalkan sistem (1.1) adalah positif. Akan ditunjukkan bahwa :

nxn nxm
AcRY*™  BeRY™ .,
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Misalkan u(i) = 0 untuk ¢ € Z,, maka untuk ¢ = 1 persamaan (1.2) menjadi
x(1) = Ax(0) € RY.

Keadaan awal x(0) € R’ yang diambil adalah sebarang, mestilah matriks A €
RY*". Selanjutnya, misalkan x(0) = 0, sedemikian sehingga untuk ¢ = 1 persamaan
(1.2) dapat ditulis menjadi

x(1) = Bu(0) € R"}.
Diketahui bahwa u(0) € R, maka mestilah matriks B € R?*"™. Jadi diperoleh
AeRY"™ , BeRY™
(<) Misalkan
AeRY"™  BeRY™
Berdasarkan Persamaan (1.2) jelas terlihat bahwa sistem positif. m|
Definisi 2.8. [6] Suatu keadaan x; € R dikatakan reachable positif dalam k

langkah jika ada suatu barisan input u(i) € R, i = 0,1,--- ,k — 1 yang mem-
bawa keadaan awal x(0) = 0 kepada keadaan x;.

Definisi 2.9. [6] Jika setiap keadaan xy € R adalah reachable positif dalam k
langkah maka sistem (1.1) disebut reachable postif dalam k langkah.

Teorema 2.10. [6] Sistem positif (1.1) adalah reachable postif jika dan hanya jika
matriks reachability W dimana

W =[B AB --- A" 'B] (2.6)
memuat n kolom monomial bebas linier.
Bukti. (<) Misalkan matriks reachability W memuat n kolom monomial bebas

linier. Akan dibuktikan bahwa sistem positif (1.1) adalah reachable positif. Mi-
salkan sistem (1.1) adalah positif, solusi dari (1.1) adalah sebagai berikut:

k—1
x(k) = A*x(0) + Y A*~'Bu(j)
j=0
u(k—1)
u(k —2)
=[B AB --- A lB] .
u(0)

untuk setiap u(j) € R}, j = 0,1,--- ,k — 1. Pilih ¢ = k, matriks W memuat n
kolom monomial bebas linier akibatnya x; € R’} dapat dicapai dalam k langkah.
Oleh sebab itu x(k) = x;.

(=) Misalkan sistem positif (1.1) adalah reachable positif. Akan dibuktikan bahwa
matriks W memuat n kolom monomial bebas linier. Sistem (1.1) yang terbentuk
adalah reachable positif. Berdasarkan Teorema (2.5) maka rank(W) = n. Tetapi
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karena sistem (1.1) adalah positif, menyebabkan n kolom dari W dapat direduksi
menjadi n kolom monomial bebas linier. O

Teorema 2.11. [6] Sistem positif (1.1) adalah unreachable positif jika matriks B
tidak memiliki kolom-kolom monomaial bebas linier.

Bukti. Misalkan B tidak memiliki kolom-kolom monomial bebas linier. Matriks
W yang diperoleh tidak memuat n kolom monomial bebas linier untuk setiap A.
Sehingga sistem (1.1) adalah unreachable positif. |

Sebagai suatu ilustrasi, perhatikan contoh berikut :

Contoh 2.12. Perhatikan sistem positif berikut :

0300 10
. 4000 . 00
x(i+1) = 0001 x(7) + 09 u() (2.7)
0011 00
Dengan menggunakan Teorema 2.10 diperoleh :
W = [B AB A’B A®B]
100012000
4 4
_ 004000480 (2.8)

02000202
00020204

Matriks W pada Persamaan (2.8) memiliki 6 kolom monomial, akan tetapi matriks
W tersebut hanya memiliki 4 kolom monomial bebas linier maka sistem positif (2.7)
yang terbentuk adalah reachable positif.

Contoh 2.13. Selanjutnya perhatikan pula sistem :

221 01
x(i4+1)=|{131|x(@)+ |11]|u() (2.9)
122 01

Matriks W untuk sistem (2.9) adalah :
W = [B AB A*B]
01251225

= 111351325 (2.10)
01251225

Matriks W pada sistem positif (2.9) hanya memiliki 1 kolom monomial bebas linier,
maka sistem (2.9) yang terbentuk adalah unreachable positif.

Contoh 2.14. Perhatikan juga sistem berikut :

100 11
x(i4+1)={020|x(@)+ |11]u®) (2.11)
001 12
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Berdasarkan Teorema 2.11, sistem (2.11) adalah unreachable positif. Akan tetapi,
perhatikan bahwa :
W = [B AB A*B]
111111

= 112244 (2.12)
121212

Rank (W) = 3 maka sistem (2.11) adalah reachable.

Misalkan xy = [ 1 |, diperoleh t(k) sebagai berikut :
1

(k) = WHWWT) = (xy)

[111] [111]
112 111111 112
~ |2t 112244 |12}
1122 122
141 121212 141 1
(142 (142
[ 0.5238 ]
0.1905
0.3810
= 2.13
0.0476 ( )
0.0952
| —0.2381 |
. . . 0.0952
Berdasarkan persamaan (2.13) maka diperoleh barisan input u(0) = 09381 )"

0.3810 0.5238
b= 2) = - Selanj itentuk k
u(l) (0.0476)’ dan u(2) (0'1905> Selanjutnya akan ditentukan banya

langkah sistem (2.11) reachable dengan menggunakan solusi pada persamaan (1.2)

a. Langkah ke 1

0
x(1) = A'x(0) + Y _ A" Bu(k)
k=0
= Bu(0)

(11

0.0952
11| | St
12 —0.2381

[—0.1429
= | —0.1429
| —0.3810
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b. Langkah ke 2

x(2) = A*x(0) + Y _ A" ' Bu(k)

k=0

= ABu(0) + Bu(1)

s, {0.0952]+ - [0.3810]
1o L0238t Ly | L0.0476
[0.2857

= |[0.1429
[ 0.0952

c. Langkah ke 3
2 .
x(3) = A*(0) + Y _ A" 'Bu(k)
k=0

= A?Bu(0) + ABu(1) 4+ Bu(2)

s [0.0952] . [0.3810]
1 o] L0238t L5 | Lo.0476

. o {0.5238]

12] 0.1905
(1

=11

|1

Sistem (2.11) adalah reachable dalam 3 langkah, akan tetapi sistem (2.11) bukanlah
reachable positif karena t(k) ¢ RS pada Persamaan (2.13) .

3. Kesimpulan

Kesimpulan dari kajian ini adalah

(1) Sistem linier diskrit positif adalah reachable positif jika dan hanya jika matriks
reachability W memuat n kolom monomial bebas linier.

(2) Sistem linier diskrit positif adalah unreachable positif jika matriks B tidak
memiliki kolom monomial bebas linier.
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