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Abstrak. Matriks fuzzy adalah matriks yang entri-entrinya berupa suatu bilangan

yang berada pada selang tutup [0,1]. Pada matriks bujursangkar dengan entri-entrinya

bilangan fuzzy, dapat dicari determinan dan adjoin dari matriks tersebut. Determinan
matriks fuzzy adalah jumlah dari semua hasilkali elementer dari matriks tersebut, sedang-

kan adjoin dari matriks fuzzy adalah suatu matriks dengan entri-entrinya berupa deter-

minan dari submatriks yang tersisa setelah baris ke-j dan kolom ke-i dihilangkan. Dalam
tulisan ini diperoleh bahwa pada umumnya sifat-sifat yang terkait dengan determinan

pada matriks fuzzy dan matriks riil adalah sama, yang membedakan yaitu pada su-

atu matriks fuzzy A jika k ∈ F maka det(kA) = k det(A). Selanjutnya sifat-sifat yang
terkait pada adjoin matriks fuzzy diantaranya yaitu, misalkan A dan B merupakan ma-

triks fuzzy diperoleh: (1) jika A kurang atau sama dengan B maka det(A) kurang atau
sama dengan det(B), (2) adjoin dari matriks A yang ditransposkan sama dengan adj(A)

ditransposkan, (3) A dikali dengan adj(A) lebih atau sama dengan mutlak A dikali den-

gan matriks identitas.
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1. Pendahuluan

Matriks fuzzy didefinisikan pertama kali oleh Thomson pada tahun 1977 [5], kemu-

dian teori dari matriks fuzzy dikembangkan oleh Kim and Roush, yang merupakan

lanjutan dari matriks Boolean [4]. Matriks Boolean merupakan kasus khusus pada

matriks fuzzy dimana entri-entrinya adalah {0,1}.
Determinan pada matriks fuzzy adalah jumlah dari semua hasilkali elementer

dari matriks tersebut. Sedangkan adjoin pada matriks fuzzy adalah matriks yang

entri-entrinya merupakan determinan dari submatriks yang tersisa setelah baris ke-j

dan kolom ke-i dihilangkan dari matriks tersebut.
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2. Tinjauan Teori

2.1. Aljabar Fuzzy dan Matriks Fuzzy

Definisi 2.1. [7] Misalkan a, b ∈ F dengan F = [0, 1] maka operasi penjumlahan

dan perkalian pada a, b didefinisikan sebagai berikut,

a+ b = max{a, b}, a · b = min{a, b}. (2.1)

Definisi 2.2. [6] Aljabar fuzzy adalah sistem matematika (F,+, .) dengan operasi +

dan · yang didefinisikan pada himpunan F = [0, 1], dimana untuk setiap a, b, c ∈ F
berlaku:

(1) a+ a = a dan a · a = a ,

(2) a+ b = b+ a dan a · b = b · a ,

(3) a+ (b+ c) = (a+ b) + c dan a · (b · c) = (a · b) · c ,

(4) a+ (a · b) = a dan a · (a+ b) = a ,

(5) a · (b+ c) = (a · b) + (a · c) dan a+ (b · c) = (a+ b) · (a+ c) ,

(6) terdapat 0 ∈ F sehingga a+ 0 = a dan a · 0 = 0,

(7) terdapat 1 ∈ F sehingga a+ 1 = 1 dan a · 1 = a.

Definisi 2.3. [7] Matriks A = [aij ] dikatakan matriks fuzzy jika aij ∈ [0, 1].

Definisi 2.4. [6] Misalkan A = [aij ] dan B = [bij ] adalah matriks-matriks fuzzy

berukuran m× n, maka penjumlahan dari A,B didefinisikan sebagai berikut,

A+B = [aij + bij ]

= [max{aij , bij}]. (2.2)

Definisi 2.5. [6] Misalkan A = [aij ] dan B = [bij ] masing-masing adalah matriks

fuzzy berukuran m × p dan p × n, maka perkalian dari A,B didefinisikan sebagai

berikut,

AB = [aij · bij ]

=

[ p∑
k=1

aik, bkj

]
= [max

k
{min{aik, bkj}}]. (2.3)

Definisi 2.6. [6] Misalkan A = [aij ] adalah matriks fuzzy berukuran m × n dan

k ∈ [0, 1], maka perkalian k dengan A didefinisikan sebagai berikut,

k ·A = [k · aij ]
= [min{k, aij}]. (2.4)

Definisi 2.7. [6] Misalkan A = [aij ] dan B = [bij ] adalah matriks-matriks fuzzy

berukuran m× n. Dikatakan A ≤ B apabila aij ≤ bij untuk setiap i, j.
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2.2. Determinan dan Adjoin Matriks Biasa

Suatu hasilkali elementer dari suatu matriks A berukuran n × n adalah hasilkali

dari n entri A, yang tidak berasal dari baris atau kolom yang sama [1]. Sedangkan

hasilkali elementer bertanda dari A adalah hasilkali elementer dikalikan dengan +1

jika permutasi genap atau −1 jika permutasi ganjil [1].

Definisi 2.8. [1] Misalkan A suatu matriks bujursangkar. Fungsi determinan dari

A dinotasikan dengan det(A) dan didefinisikan sebagai jumlah dari semua hasilkali

elementer bertanda dari A. Angka det(A) disebut determinan dari A.

Teorema 2.9. [1] Misalkan A adalah matriks bujursangkar.

(a) Jika A memiliki satu baris atau satu kolom dengan entri-entrinya nol, maka

det(A) = 0.

(b) det(A) = det(AT ).

Teorema 2.10. [1] Jika A adalah matriks segitiga n × n (segitiga atas, segitiga

bawah, atau diagonal) maka det(A) adalah hasilkali dari entri-entri pada diagonal

utama matriks tersebut, yaitu det(A) = a11 a22 · · · ann .

Teorema 2.11. [1] Misalkan A adalah suatu matriks n× n dan B adalah matriks

yang diperoleh ketika satu baris atau satu kolom dari matriks A dikalikan dengan

suatu skalar k, maka det(B) = k det(A).

Definisi 2.12. [1] Jika A adalah suatu matriks bujursangkar, maka minor dari

entri aij dinyatakan sebagai Mij dan didefinisikan sebagai determinan dari subma-

triks yang tersisa setelah baris ke-i dan kolom ke-j dihilangkan dari A. Bilangan

(−1)i+jMij dinyatakan sebagai Cij dan disebut sebagai kofaktor dari entri Aij.

Teorema 2.13. [1] Determinan dari matriks A berukuran n × n dapat dihitung

dengan mengalikan entri-entri pada sebarang baris (atau kolom) dengan kofaktor-

kofaktornya dan menjumlahkan hasilkali-hasilkali yang diperoleh, di mana untuk

setiap 1 ≤ i ≤ n dan 1 ≤ j ≤ n,

det(A) = a1jC1j + a2jC2j + · · ·+ anjCnj(ekspansi kofaktor sepanjang kolomke− j),
det(A) = ai1Ci1 + ai2Ci2 + · · ·+ ainCin(ekspansi kofaktor sepanjang baris ke− i).

Definisi 2.14. [1] Jika A adalah matriks n × n sebarang dan Cij adalah kofaktor

dari aij, maka matriks

C =


C11 C12 · · · C1n

C21 C22 · · · C2n

...
...

. . .
...

Cn1 Cn2 · · · Cnn


disebut matriks kofaktor dari A. Transpos dari matriks ini disebut adjoin dari A

dan dinyatakan sebagai adj(A).
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2.3. Grup Simetrik

Definisi 2.15. [2] Sebuah fungsi atau pemetaan φ dari himpunan A ke himpunan B

adalah sebuah aturan yang mengaitkan setiap elemen a dari A tepat ke satu elemen

b dari B. Dikatakan φ memetakan a ke b, dan φ memetakan A ke B.

Definisi 2.16. [2] Sebuah fungsi dari himpunan A ke himpunan B adalah satu-

satu jika setiap elemen dari B mempunyai paling banyak satu elemen dari A yang

dipetakan ke B, dan pada jika setiap elemen dari B mempunyai paling sedikit satu

elemen dari A yang dipetakan ke B.

Definisi 2.17. [2] Sebuah permutasi dari himpunan A adalah sebuah fungsi φ :

A → A yang satu-satu dan pada. Dengan kata lain, sebuah permutasi dari A

adalah fungsi satu-satu dan pada dari A ke A.

Definisi 2.18. [2] Misal A himpunan berhingga {1, 2, · · · , n}. Himpunan semua

permutasi A adalah grup simetrik berderajat n, dan dinotasikan dengan Sn.

3. Determinan Matriks Fuzzy

Definisi 3.1. [6] Misalkan A adalah suatu matriks fuzzy berukuran n × n, deter-

minan dari matriks fuzzy A dinotasikan dengan det(A) dan didefinisikan sebagai

det(A) =
∑
π∈Sn

a1π(1) a2π(2) · · · anπ(n) (3.1)

dengan Sn adalah grup simetrik pada {1, 2, · · · , n}.

Dengan menggunakan Definisi 2.4 dan Definisi 2.5, diperoleh

det(A) = max
π∈Sn

{min{a1π(1), a2π(2), · · · , anπ(n)}}. (3.2)

Teorema 3.2. [6] Misalkan A = [aij ] adalah matriks fuzzy berukuran n× n, maka

(i) det(A) = det(AT ) ; AT adalah transpos dari matriks fuzzy A.

(ii) Misalkan b ∈ F , maka det(bA) = bdet(A).

Bukti.

(i) Diketahui bahwa det(A) merupakan jumlah dari semua hasilkali elementer dari

A. Transpos yaitu mempertukarkan baris-baris pada A menjadi kolom-kolom

pada AT dan sebaliknya, sehingga dengan menggunakan definisi hasilkali ele-

menter diperoleh bahwa det(A) dan det(AT ) memiliki himpunan hasilkali ele-

menter yang tepat sama, dan mengakibatkan det(A) = det(AT ).

(ii) Berdasarkan Definisi 3.1 diperoleh

det(bA) =
∑
π∈Sn

b a1π(1) b a2π(2) · · · b anπ(n)

= bn
∑
π∈Sn

a1π(1) a2π(2) · · · anπ(n)

= b det(A).
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Definisi 3.3. [6] Misalkan A = [aij ] adalah suatu matriks fuzzy berukuran n × n,

dan B adalah matriks yang diperoleh dengan menghapus baris ke-i dan kolom ke-j

dari matriks A. Determinan dari B dinotasikan dengan Aij.

Teorema 3.4. [6] Misalkan A = [aij ] adalah suatu matriks fuzzy berukuran n× n
untuk n ≥ 2, maka det(A) = |A| =

∑n
t=1 aitAit, untuk suatu i ∈ {1, 2, · · · , n}.

Bukti. Diketahui bahwa det(A) merupakan jumlah dari semua hasilkali elementer

dari A, sehingga diperoleh

det(A) =
∑
π∈Sn

a1π(1) a2π(2) · · · anπ(n)

= a11a22 · · · ann + a11a22 · · · a(n−2)(n−2)a(n−1)nan(n−1) + · · ·+
a1na2(n−1) · · · a(n−1)2an1

= a11

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a22 a23 · · · a2n
a32 a33 · · · a3n

...
...

. . .
...

an2 an3 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣+ a12

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a21 a23 · · · a2n
a31 a33 · · · a3n

...
...

. . .
...

an1 an3 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣+ · · ·+

a1n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a21 a22 · · · a2(n−1)
a31 a32 · · · a3(n−1)

...
...

. . .
...

an1 an2 · · · an(n−1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= a11A11 + a12A12 + · · ·+ a1nA1n =

n∑
t=1

a1tA1t.

Lema 3.5. [6] Misalkan A =

[
a b

c d

]
adalah matriks fuzzy, maka

det

([
a b

a b

])
det

([
c d

c d

])
≤ det(A).

Bukti. Misalkan A =

[
a11 a12
a21 a22

]
=

[
a b

c d

]
,

det(A) =
∑
π∈S2

a1π(1) a2π(2)

= a d+ b c = max{min{a, d},min{b, c}}. (3.3)

Misalkan B =

[
b11 b12
b21 b22

]
=

[
a b

a b

]
,

det(B) =
∑
π∈S2

b1π(1) b2π(2)

= a b+ b a = min{a, b}. (3.4)
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Misalkan C =

[
c11 c12
c21 c22

]
=

[
c d

c d

]
,

det(C) =
∑
π∈S2

c1π(1) c2π(2)

= c d+ d c = min{c, d}. (3.5)

Dari persamaan (3.4) dan persamaan (3.5) diperoleh

det(B) det(C) = min{a, b} ·min{c, d}
= min{a, b, c, d}
≤ max{min{a, d},min{b, c}}.

Sehingga terbukti det(B) det(C) ≤ det(A).

Proposisi 3.6. [6] Misalkan A = [aij ] adalah suatu matriks fuzzy berukuran n×n.

(1) Jika B adalah matriks fuzzy yang diperoleh dengan mengalikan baris atau kolom

ke-i pada A dengan suatu k ∈ [0, 1], maka |B| = k|A|.
(2) Jika A mengandung baris atau kolom nol, maka |A| = 0.

(3) Jika A adalah matriks segitiga, maka |A| =
n∏
i=1

aii, dimana
n∏
k=1

ak =

a1 a2 a3 · · · an.

Bukti.

(1) Berdasarkan Definisi 3.1 diperoleh

det(B) =
∑
π∈Sn

a1π(1) a2π(2) · · · k apπ(p) · · · anπ(n)

= k
∑
π∈Sn

a1π(1) a2π(2) · · · apπ(p) · · · anπ(n)

= k det(A).

(2) Dengan menggunakan bukti pada (1) dan dengan menetapkan k = 0, maka

diperoleh det(A) = 0.

(3) Diketahui bahwa det(A) merupakan jumlah dari semua hasilkali elementer dan

karena A merupakan matriks fuzzy segitiga atas, maka A memiliki aij = 0

untuk i > j. Akibatnya setiap hasilkali elementer yang memuat aij = 0 adalah

nol, sehingga diperoleh

det(A) = max
π∈Sn

{min{a1π(1), a2π(2), · · · , anπ(n)}}

= max{min{a11, a22, · · · , ann}, 0, 0, · · · , 0}
= min{a11, a22, · · · , ann}

=

n∏
i=1

aii.
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4. Adjoin Matriks Fuzzy

Definisi 4.1. [6] Misalkan A = [aij ] adalah matriks fuzzy berukuran n × n dan

B = [bij ] dikatakan adj(A) jika bij = |Aji| yaitu determinan dari matriks fuzzy

berukuran (n− 1)× (n− 1) yang diperoleh dengan menghapus baris ke-j dan kolom

ke-i pada A.

Dalam [6] diberikan entri dari B sebagai berikut:

bij =
∑

π∈Snj ni

∏
t∈nj

atπ(t) (4.1)

dimana nj = {1, 2, · · · , n} \ {j} dan Snj n1
adalah himpunan semua permutasi nj

atas ni.

Proposisi 4.2. [6] Misalkan A dan B adalah matriks fuzzy berukuran n×n, maka

(1) A ≤ B mengakibatkan adj(A) ≤ adj(B).

(2) adj(A) + adj(B) ≤ adj(A+B).

(3) adj(AT ) = (adj(A))T .

Bukti. Misalkan adj(A)=C=[cij ], adj(B)=D=[dij ] dan adj(A+B)=E=[eij ].

(1) Dengan menggunakan persamaan (4.1) diperoleh

cij =
∑
π∈Snj ni

∏
t∈nj

atπ(t) dan dij =
∑
π∈Snj ni

∏
t∈nj

btπ(t),

karena A ≤ B, maka berdasarkan Definisi 2.7 diperoleh atπ(t) ≤ btπ(t) ∀t ∈ nj ,
sehingga adj(A) ≤ adj(B).

(2) Diketahui A ≤ (A + B) dan B ≤ (A + B). Berdasarkan Proposisi 4.2 (1)

diperoleh

(a) adj(A) ≤ adj(A+B) akibatnya [cij ] ≤ [eij ],

(b) adj(B) ≤ adj(A+B) akibatnya [dij ] ≤ [eij ].

Dari (a) dan (b) diperoleh

adj(A) + adj(B) = [max{cij , dij}]
≤ [eij ].

(3) Perhatikan bahwa

adj(A) =


|A11| |A21| · · · |An1|
|A12| |A22| · · · |An2|

...
...

. . .
...

|A1n| |A2n| · · · |Ann|

 dan adj(AT ) =


|A11| |A12| · · · |A1n|
|A21| |A22| · · · |A2n|

...
...

. . .
...

|An1| |An2| · · · |Ann|

,

sehingga diperoleh

(adj(A))T =


|A11| |A12| · · · |A1n|
|A21| |A22| · · · |A2n|

...
...

. . .
...

|An1| |An2| · · · |Ann|

 = adj(AT ).
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Proposisi 4.3. [6] Misalkan A = [aij ] adalah matriks fuzzy berukuran n×n, maka

A adj(A) ≥ |A|In dengan In adalah matriks identitas berukuran n× n.

Bukti. Misalkan C = A · adj(A), maka

C =


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n

...
...

. . .
...

an1 an2 · · · ann

 ·

|A11| |A21| · · · |An1|
|A12| |A22| · · · |An2|

...
...

. . .
...

|A1n| |A2n| · · · |Ann|



=


∑n
j=1 a1j |A1j|

∑n
j=1 a1j |A2j| · · ·

∑n
j=1 a1j |Anj|∑n

j=1 a2j |A1j|
∑n
j=1 a2j |A2j| · · ·

∑n
j=1 a2j |Anj|

...
...

. . .
...∑n

j=1 anj |A1j|
∑n
j=1 anj |A2j| · · ·

∑n
j=1 anj |Anj|

 .
Akibatnya

i. cij =
∑n
k=1 aik|Ajk| ≥ 0,

ii. cii =
∑n
k=1 aik|Aik| = ai1|Ai1|+ ai2|Ai2|+ · · ·+ ain|Ain| = |A|.

Sehingga berdasarkan entri-entri pada matriks |A|In dan matriks C, diperoleh

bahwa A adj(A) ≥ |A|In.

Proposisi 4.4. [6] Misalkan A = [aij ] adalah matriks fuzzy berukuran n×n dan A

mempunyai baris dengan entri nol, maka (adj(A))A = 0 (0 adalah matriks nol).

Bukti. Misalkan A matriks fuzzy berukuran n×n dengan entri nol pada baris ke-n

dan B = adj(A). Dengan menggunakan Proposisi 3.6 diperoleh |Aij | = 0 jika i 6= n,

sehingga

B =


0 0 · · · 0 |An1|
0 0 · · · 0 |An2|
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · 0 |Ann|

 , akibatnya

BA =


0 0 · · · 0 |An1|
0 0 · · · 0 |An2|
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · 0 |Ann|



a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n

...
...

. . .
...

0 0 · · · 0

 =


0 0 · · · 0

0 0 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · 0

 .

5. Kesimpulan

Pada umumnya sifat-sifat yang terkait dengan determinan pada matriks fuzzy dan

matriks riil adalah sama, sifat yang berbeda yaitu jika k ∈ F dan A matriks fuzzy

maka det(kA) = k det(A).
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Selain itu misalkan A =

[
a b

c d

]
adalah matriks fuzzy, maka

det

([
a b

a b

])
det

([
c d

c d

])
≤ det(A).

Misalkan B = [bij ] adalah adjoin dari matriks fuzzy A berukuran n × n, entri-

entri dari B yaitu |Aji| yang merupakan determinan dari submatriks yang tersisa

setelah baris ke-j dan kolom ke-i dari matriks A dihilangkan. Entri-entri dari B

juga dapat dituliskan sebagai berikut:

bij =
∑

π∈Snj ni

∏
t∈nj

atπ(t)

dimana nj = {1, 2, · · · , n} \ {j} dan Snj n1
adalah himpunan semua permutasi nj

atas ni.

Sifat-sifat yang terkait dengan adjoin matriks fuzzy yaitu misalkan A dan B

merupakan matriks fuzzy berukuran n× n, maka

(1) A ≤ B mengakibatkan adj(A) ≤ adj(B).

(2) adj(A) + adj(B) ≤ adj(A+B).

(3) adj(AT ) = (adj(A))T .

(4) Jika A mempunyai baris dengan entri nol, maka (adj(A))A = 0 (0 adalah

matriks nol).

(5) A adj(A) ≥ |A|In.
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