
Jurnal Matematika UNAND

Vol. VII No. 3 Hal. 83 – 89

ISSN : 2303–291X
c©Jurusan Matematika FMIPA UNAND

KARAKTERISASI DARI HIMPUNAN g-INVERS PADA
MATRIKS FUZZY

HILDA FAUZANA, NOVA NOLIZA BAKAR, MONIKA RIANTI HELMI

Program Studi Matematika,

Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam, Universitas Andalas,
Kampus UNAND Limau Manis Padang, Indonesia.

email : hildafauzana14@gmail.com

Abstrak. Invers yang tergeneralisasi (g-invers) merupakan perluasan dari konsep in-
vers matriks. G-invers pada matriks fuzzy dinamakan matriks regular. Pada tulisan ini

mengkaji karakterisasi dari himpunan g-invers pada matriks fuzzy. Selanjutnya diper-

oleh karakterisasi dari himpunan g-invers pada matriks fuzzy yaitu misalkan A adalah
matriks fuzzy berukuran m× n. Jika G∗ dan G adalah g-invers dari A dengan G∗ ≥ G,

maka G + H adalah g-invers dari A untuk semua matriks fuzzy H berukuran n × m.

Sehingga AG{1}, AG{1, 3} dan AG{1, 4} adalah himpunan semua g-invers, {1, 3} invers,
dan {1, 4} invers dari A yang mendominasi G.
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1. Pendahuluan

Konsep dari suatu matriks sangat berguna untuk menyelesaikan permasalahan

dalam ilmu matematika modern, salah satunya adalah penyelesaian persamaan ma-

triks dengan menggunakan konsep invers matriks. Perluasan dari konsep invers ma-

triks dideskripsikan oleh E.H Moore pada tahun 1920, salah satunya adalah jenis

invers matriks yang dikenal dengan nama Invers yang tergeneralisasi (g-invers). Ke-

mudian pada tahun 1955 Roger Penrose berhasil mendeskripsikan empat persamaan

yang harus dipenuhi untuk menentukan g-invers. Persamaan tersebut dikenal den-

gan nama persamaan Penrose.

Himpunan fuzzy merupakan himpunan yang anggota-anggotanya berada dalam

interval [0,1]. Matriks fuzzy adalah matriks yang entri-entrinya bilangan yang be-

rada pada selang tutup [0,1]. Generalisasi invers (g-invers) adalah salah satu jenis

invers matriks. Tidak hanya pada matriks biasa, g-invers juga berlaku pada matriks

fuzzy. Matriks fuzzy yang memiliki g-invers disebut matriks fuzzy regular. Pada pa-

per ini dibahas bagaimana karakterisasi dari himpunan g-invers pada matriks fuzzy.

2. Tinjauan Pustaka

Berikut adalah beberapa definisi dan materi dasar pada matriks fuzzy.
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Definisi 2.1. [4] Matriks A = [aij] dikatakan matriks fuzzy jika aij ∈ [0,1], dengan

aij adalah entri dari matriks A yang terletak pada baris ke-i dan kolom ke-j.

Definisi 2.2. [4] Misalkan matriks fuzzy A = [aij ] dan B = [bij ]. Matriks A ≥ B

jika aij ≥ bij dan A ≤ B jika aij ≤ bij, ∀ i,j.

Definisi 2.3. [3] Misalkan a, b ∈ F dimana F = [0, 1] matriks atas aljabar fuzzy

dengan operasi penjumlahan dan perkalian pada a, b didefinisikan sebagai berikut:

a + b = max{a, b}, a.b = min{a, b}

Definisi 2.4. [4] Misalkan A = [aij ] dan B = [bij ] adalah matriks-matriks fuzzy

berukuran m× n, maka penjumlahan dari A,B didefinisikan sebagai berikut,

A + B = [aij + bij ]

= [max{aij , bij}].

Definisi 2.5. [4] Misalkan A = [aij ] adalah matriks fuzzy berukuran m × p dan

B = [bij ] adalah matriks fuzzy berukuran p× n, maka perkalian dari A,B didefini-

sikan sebagai berikut,

AB = [aij · bij ]

=

[ p∑
k=1

aikbkj

]
= [max

k
{min{aik, bkj}}].

Proposisi 2.6. [2] Misalkan A,B ∈ Fmn, maka A ≤ B jika dan hanya jika A+B =

B.

Proposisi 2.7. [2] Misalkan A,B ∈ Fmn. Jika A ≤ B maka untuk setiap C ∈ Fnp,

AC ≤ BC dan untuk setiap D ∈ Fpm, DA ≤ DB.

Proposisi 2.8. [2] Misalkan A,B,C dengan ukuran masing-masing m × n, n ×
p dan p× q, maka berlaku:

(AB)C = A(BC)

Proposisi 2.9. [2] Misalkan matriks fuzzy A,B,C dengan ukuran masing-masing

m× n, n× p, n× p, maka berlaku:

A(B + C) = AB + AC

Definisi 2.10. [4] Misalkan A = [aij ] dan B = [bij ] ∈ Fmn maka A − B = [aij −
bij ]m×n untuk setiap A ≥ B.

Teorema 2.11. [2] Misalkan A ∈ Fmn dan B ∈ Fnp, maka berlaku:

1. (AT )T = A.

2. (AB)T = BTAT .
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Invers yang tergeneralisasi (g-invers) merupakan perluasan dari konsep invers

matriks. Empat persamaan yang dikenal sebagai persamaan Penrose yang menjadi

dasar adanya invers yang tergeneralisasi (g-invers) suatu matriks yaitu:

1. AXA = A.

2. XAX = X.

3. (AX)∗ = AX.

4. (XA)∗ = XA,

dimana (AX)∗ adalah tranpose konjugat dari AX [1].

Karena entri-entri pada matriks fuzzy berada pada selang tutup [0, 1], maka

persamaan 3 dan 4 menjadi (AX)T = AX dan (XA)T = XA dengan A adalah

matriks fuzzy dan X merupakan g-invers dari A.

Telah diketahui bahwa g-invers ada untuk matriks kompleks. Namun tidak

demikian dengan matriks fuzzy, yaitu untuk A ∈ Fmn dengan menggunakan defin-

isi penjumlahan dan perkalian pada matriks fuzzy, persamaan matriks AXA = A

tidak selalu memiliki solusi X. Suatu matriks X ∈ Fnm dikatakan invers yang ter-

generalisasi (g-invers) dari matriks A ∈ Fmn jika memenuhi AXA = A dengan

menggunakan operasi penjumlahan dan perkalian pada matriks fuzzy [2].

Berikut adalah definisi g-invers pada matriks fuzzy.

Definisi 2.12. [2] Misalkan A ∈ Fmn. Jika A adalah regular, maka g-invers dari

A dilambangkan sebagai X dan A{1} adalah himpunan dari semua g-invers dari A

yang memenuhi AXA = A.

Definisi 2.13. [2] Untuk A ∈ Fmn, jika terdapat X ∈ Fnm sedemikian sehingga

AXA = A dan XAX = X, maka X disebut invers semi atau {1, 2} invers dari A.

Himpunan {1, 2} invers dari A dilambangkan sebagai A{1, 2}.

Definisi 2.14. [2] Untuk A ∈ Fmn, suatu matriks X ∈ Fnm dikatakan {1, 3} invers

dari A atau g-invers kuadrat terkecil dari A jika AXA = A dan (AX)T = (AX).

Definisi 2.15. [2] Untuk A ∈ Fmn, suatu matriks X ∈ Fnm dikatakan {1, 4} invers

dari A atau g-invers norm minimum dari A jika AXA = A dan (XA)T = (XA).

3. Karakterisasi dari Himpunan g-Invers pada Matriks Fuzzy

Pada bagian ini, akan dibahas bagaimana karakterisasi dari himpunan g-invers pada

matriks fuzzy.

Lema 3.1. [2] Untuk A ∈ Fmn jika G∗ dan G adalah g-invers dari A sedemikian

sehingga G∗ ≥ G, maka G + H adalah g-invers dari A untuk suatu H ∈ Fnm

sedemikian sehingga G∗ ≥ G + H ≥ G.

Bukti. Misal A ∈ Fmn, G∗ dan G adalah g-invers dari A dengan G∗ ≥ G.

Akan ditunjukkan G+H adalah g-invers dari A untuk suatu H ∈ Fnm sedemikian

sehingga G∗ ≥ G + H ≥ G, yaitu dengan menunjukkan bahwa A(G + H)A = A.
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Karena G∗ ≥ G, ambil H = G∗ −G untuk suatu H ∈ Fnm.

Karena H = G∗ −G, maka G∗ ≥ H.

Dari G∗ ≥ G dan G∗ ≥ H, maka

G∗ ≥ G + H ≥ G.

Karena G∗ dan G adalah g-invers dari A, maka

AG∗A = A dan AGA = A.

Berdasarkan Proposisi 2.2.2

G∗ ≥ G + H ≥ G⇒ AG∗A ≥ A(G + H)A ≥ AGA

sehingga A ≥ A(G + H)A ≥ A⇒ A(G + H)A = A.

Karena A(G+H)A = A berarti (G+H) ∈ A{1}, maka G+H adalah g-invers dari

A.

Teorema 3.2. [2] Misal A ∈ Fmn dan G adalah g-invers dari A. Maka

AG{1} = {G+H | untuk semua matriks fuzzy H ∈ Fnm sedemikian sehingga A ≥ AHA}

adalah himpunan semua g-invers dari A yang mendominasi G.

Bukti. Misal A ∈ Fmn dan G adalah g-invers dari A. Akan ditunjukkan

AG{1} = {G+H | untuk semua matriks fuzzy H ∈ Fnm sedemikian sehingga A ≥ AHA}

adalah himpunan semua g-invers dari A yang mendominasi G.

Misal

A = {G+H | untuk semua matriks fuzzy H ∈ Fnm sedemikian sehingga A ≥ AHA}.

Misal G∗ ∈ AG{1} dan G ∈ A{1} sedemikian sehingga G∗ ≥ G. Ambil H = G∗−G

untuk semua H ∈ Fnm.

Berdasarkan Lemma 3.1, untuk G∗ dan G adalah g-invers dari A dengan G∗ ≥ G

maka G + H adalah g-invers dari A. Karena G + H adalah g-invers dari A, maka

A(G + H)A = A.

Selanjutnya perhatikan bahwa

A(G + H)A = A ⇒ AGA + AHA = A

⇒ A + AHA = A, berdasarkan Proposisi 2.6, diperoleh

⇒ A ≥ AHA

Karena A ≥ AHA, sehingga G + H ∈ A.

Sebaliknya, untuk setiap G∗ ∈ A, G∗ = G + H ≥ G, dengan A ≥ AHA.

Akan ditunjukkan G∗ ∈ AG{1} dengan menunjukkan AG∗A = A.

Perhatikan bahwa

AG∗A = A(G + H)A

= AGA + AHA, karena G adalah g − invers dari A maka AGA = A,

= A + AHA, dan karena A ≥ AHA maka

AG∗A = A,
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sehingga G∗ ∈ AG{1}.
Jadi AG{1} = { G+H | untuk semua matriks fuzzy H ∈ Fnm sedemikian sehingga

A ≥ AHA } adalah himpunan semua g-invers dari A yang mendominasi G.

Teorema 3.3. [2] Himpunan A{1, 3} adalah solusi untuk semua X dari AX = AG,

dimana G adalah {1, 3} invers dari A.

Bukti. Akan ditunjukkan bahwa untuk setiap X ∈ A{1, 3} adalah solusi dari

AX = AG dengan G ∈ A{1, 3}.
Diketahui G ∈ A{1, 3} berarti

AGA = A dan (AG)T = AG, (Definisi 2.14)

karena X ∈ A{1, 3} berarti

AXA = A dan (AX)T = AX. (Definisi 2.14)

Perhatikan bahwa

AG = (AXA) G

= (AX) (AG)

= (AX)T (AG)T (Definisi 2.14)

= (XTAT ) (GTAT ) (Teorema 2.11)

= XT (ATGTAT )

= XT (AGA)T

= XT AT (Definisi 2.12)

= (AX)T

= AX,

sehingga X adalah solusi dari AX = AG.

Sebaliknya, misal AG = AX dan G ∈ A{1, 3} maka G memenuhi AGA = A dan

(AG)T = AG. Akan ditunjukkan X ∈ A{1, 3} dengan menunjukkan AXA = A dan

(AX)T = AX.

Karena AG = AX maka AGA = A⇒ AXA = A sehingga X ∈ A{1}, dan

AG = AX ⇒ (AG)T = (AX)T , karena G ∈ A{1, 3} maka (AG)T = AG

⇒ AG = (AX)T , karena AG = AX, maka

⇒ AX = (AX)T

⇒ X ∈ A{3}

Terbukti X ∈ A{1, 3}.

Teorema 3.4. [2] Misal A ∈ Fmn dan G ∈ A{1, 3}, maka

AG{1, 3} = {G+H | untuk semua matriks fuzzy H ∈ Fnm sedemikian sehingga AG ≥ AH}

adalah himpunan semua {1, 3} invers dari A yang mendominasi G.
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Bukti. Misal A ∈ Fmn dan G ∈ A{1, 3}. Akan ditunjukkan

AG{1, 3} = {G+H | untuk semua matriks fuzzy H ∈ Fnm sedemikian sehingga AG ≥ AH}

adalah himpunan semua {1, 3} invers dari A yang mendominasi G.

Misal

B = {G+H | untuk semua matriks fuzzy H ∈ Fnm sedemikian sehingga AG ≥ AH}.

Berdasarkan Teorema 3.3, dimana X ∈ A{1, 3} adalah solusi dari AX = AG dengan

G ∈ A{1, 3}, jadi

A(G + H) = AG⇒ AG + AH = AG

Berdasarkan Proposisi 2.6, maka diperoleh AG ≥ AH. Karena AG ≥ AH, sehingga

G + H ∈ B.

Sebaliknya, misal G∗ ∈ B, G∗ = G + H ≥ G dengan AG ≥ AH. Akan ditun-

jukkan G∗ ∈ AG{1, 3} dengan menunjukkan AG∗A = A dan (AG∗)T = AG∗. Pada

Teorema 3.0.1 untuk G∗ ∈ AG{1} telah terbukti AG∗A = A. Selanjutnya tinggal

menunjukkan (AG∗)T = AG∗.

Pada Teorema 3.0.2 untuk X ∈ A{1, 3} adalah solusi dari AX = AG dengan

G ∈ A{1, 3}, jadi untuk G∗ ∈ AG{1, 3} dan G ∈ A{1, 3} maka AG∗ = AG.

Perhatikan bahwa,

(AG∗)T = (A(G + H))T

= (AG + AH)T , karena AG ≥ AH, maka

= (AG)T

= AG, karena AG = AG∗, maka

= AG∗,

sehingga G∗ ∈ AG{1, 3}.
Jadi AG{1, 3} = { G+H | untuk semua matriks fuzzy H ∈ Fnm sedemikian sehingga

AG ≥ AH } adalah himpunan semua {1, 3} invers dari A yang mendominasi G.

Teorema 3.5. [2] Himpunan A{1, 4} adalah solusi untuk semua X dari XA = GA,

dimana G adalah {1, 4} invers dari A.

Teorema 3.6. [2] Misal A ∈ Fmn dan G ∈ A{1, 4}, maka

AG{1, 4} = {G+H | untuk semua matriks fuzzy H ∈ Fnm sedemikian sehingga GA ≥ HA}

adalah himpunan semua {1, 4} invers dari A yang mendominasi G.

4. Kesimpulan

Pada tulisan ini diperoleh bagaimana karakterisasi dari himpunan g-invers pada

matriks fuzzy, yaitu

(1) Misal diberikan matriks fuzzy A berukuran m × n. Jika G∗ dan G adalah g-

invers dari A sedemikian sehingga G∗ ≥ G, maka G + H adalah g-invers dari

A untuk suatu H ∈ Fnm sedemikian sehingga G∗ ≥ G + H ≥ G.
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(2) Misal diberikan matriks fuzzy A berukuran m×n dan G adalah g-invers dari A,

maka AG{1} = { G + H | untuk semua matriks fuzzy H ∈ Fnm sedemikian se-

hingga A ≥ AHA } adalah himpunan semua g-invers dari A yang mendominasi

G.

(3) Misal G adalah {1, 3} invers dari A, maka himpunan A{1, 3} adalah solusi untuk

semua X dari AX = AG.

(4) Misal diberikan matriks fuzzy A berukuran m× n dan G ∈ A{1, 3}, maka

AG{1, 3} = {G+H | untuk semua matriks fuzzy H ∈ Fnm sedemikian sehingga AG ≥ AH}

adalah himpunan semua {1, 3} invers dari A yang mendominasi G.

(5) Misal G adalah {1, 4} invers dari A, maka himpunan A{1, 4} adalah solusi untuk

semua X dari XA = GA.

(6) Misal diberikan matriks fuzzy A berukuran m× n dan G ∈ A{1, 4}, maka

AG{1, 4} = {G+H | untuk semua matriks fuzzy H ∈ Fnm sedemikian sehingga GA ≥ HA}

adalah himpunan semua {1, 4} invers dari A yang mendominasi G.
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