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Abstrak. Dimensi partisi adalah pengelompokan semua titik di G ke dalam sejumlah
kelas partisi dan menentukan jarak setiap titik terhadap setiap kelas partisi tersebut [7].
Representasi dari v € V(G) terhadap himpunan II dari k—vektor dapat ditulis dalam
bentuk (d(v, S1),d(v,S2), - ,d(v, Sk)). Partisi terurut II pada himpunan titik pada graf
G merupakan partisi penyelesaian diselesaikan jika representasi titik berbeda. Minimum
dari k sedemikian sehingga terdapat k—partisi IT pada graf G dinamakan partisi dimensi
dari G, dinotasikan sebagai pd(G). Dalam makalah ini, akan dibahas tentang cara pe-
nentuan dimensi partisi dari sebuah graf Lolipop dan sebuah graf Jahangir diperumum.

Kata Kunci: Representasi, Dimensi partisi, Graf Lolipop, Graf Jahangir Diperumum

Diterima : 26 Juli 2018
Direvisi : 17 September 2018
Dipublikasikan : 21 Desember 2018

1. Pendahuluan

Teori graf merupakan pokok bahasan salah satu ilmu matematika yang banyak men-
dapat perhatian karena model-modelnya sangat berguna untuk aplikasi yang luas,
diantaranya diterapkan dalam jaringan komunikasi, transportasi, ilmu komputer,
riset operasi, dan rancangan suatu bangunan. Banyak sekali penelitian terbaru ten-
tang graf, mulai dari jenis-jenis graf, dimensi partisi, pewarnaan lokasi, dan lain-lain.

Graf G = (V, E) adalah pasangan himpunan titik V(E) dan himpunan sisi
E(G). Pengaitan titik-titik pada graf membentuk sisi dan dapat direpresentasikan
pada gambar sehingga membentuk pola graf tertentu. Pola-pola yang terbentuk
pada graf dikelompokkan menjadi kelas-kelas graf.

Konsep dimensi partisi untuk graf terhubung pertama kali diperkenalkan oleh
Chartrand, dkk [1]. Untuk suatu titik v dari graf terhubung G dan suatu himpunan
S C V(G), jarak antara v dan S didefinisikan sebagai d(v, S) = min{d(v, )|z € S}.
Untuk k—partisi I = {5, 52,---, Sk} dari V(G), representasi dari v terhadap II
didefinisikan sebagai r(v|II) = (d(v,S1),d(v,S2),--- ,d(v,Sg)). Jika untuk setiap
u dan v di V(G) berlaku r(u|Il) # r(v|II), maka partisi IT adalah partisi partisi
penyelesaian. Banyak elemen atau anggota suatu himpunan disebut kardinalitas.
Kardinalitas minimum dari partisi penyelesaian disebut dimensi partisi dari G.

Banyak peneliti telah melakukan penelitian dalam menentukan dimensi partisi
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untuk spesifik kelompok graf. Tomescu [4] pada tahun 2007 menemukan dimensi
partisi dari sebuah graf roda. Pada makalah ini, akan ditentukan partisi dimensi
dari sebuah graf Lolipop dan sebuah graf Jahangir diperumum.

2. Terminologi Graf

Graf G adalah pasangan himpunan terurut, dinotasikan dengan G = (V, E), yang
dalam hal ini V' adalah himpunan titik tak kosong dari obyek-obyek yang disebut
sebagai titik dan E adalah himpunan sisi-sisi yang menghubungkan dua titik di
graf G tersebut. Himpunan titik-titik pada graf G dinotasikan dengan V(G) dan
himpunan sisi-sisinya dinotasikan dengan E(G).

Lintasan yang panjangnya n dari titik awal vy ke titik tujuan v, pada
graf G adalah barisan berselang-seling titik-titik dan sisi-sisi yang berben-
tuk vg,e1,v1,€2,V2,  , Unt1,€n, v, sedemikian sehingga e; = (vp,v1),e2 =
(v1,v2), - ,€n = (Vn—1,v,) adalah sisi dari graf G. Panjang lintasan adalah
banyaknya sisi yang terdapat pada lintasan tersebut. Jarak dari u ke v, dinotasikan
dengan d(u,v) adalah panjang dari lintasan terpendek dari u ke v.

Graf lintasan adalah suatu graf sederhana yang terdiri dari satu lintasan. Graf
lintasan dengan n titik yang dilambangkan dengan P,, graf lintasan dengan n titik
memiliki n —1 sisi. Pada Gambar 1 diperlihatkan graf lintasan dengan 4 dan 5 titik.

A2 Va2 Va V4 Vi V2 V3 Va Vs
*——7— *"————
Pa Ps

Gambar 1. Graf Lintasan P4 dan Ps

Suatu graf G dikatakan graf terhubung jika untuk setiap pasang titik u,v €
V(G) dengan G suatu graf sederhana, terdapat suatu lintasan yang menghubungkan
u dan v. Graf Lengkap adalah suatu graf yang setiap titiknya saling berte-
tangga. Graf lengkap dengan n buah simpul dilambangkan dengan K,. Graf
Lingkaran (cycle) dilambangkan dengan C,, dengan n > 3, adalah sebuah graf yang
setiap titiknya berderajat dua. Banyak titik C), sama dengan banyak sisi C,,, yaitu
n. Graf Roda (wheels) adalah graf lingkaran yang setiap titiknya dihubungkan
dengan satu titik ditengah lingkaran, dinotasikan dengan W, untuk n > 3 . Jika e
adalah sisi dari graf G, maka G — e adalah subgraf dari G yang memiliki himpunan
titik yang sama seperti G dan semua sisi dari G kecuali e. suatu sisi dalam graf
terhubung G disebut Jembatan (bridge), jika G — e tidak terhubung.

2.1. Graf Lolipop dan Graf Jahangir Diperumum

Weisstein [6] mendefinisikan graf lolipop sebagai suatu graf yang diperoleh dengan
menggabungkan sebuah graf lengkap K., pada sebuah lintasan P,, melalui sebuah
jembatan. Penggabungan graf lengkap K, dengan graf lintasan P,, dihubungkan di
titik m pada K,,. Graf lolipop dapat dinotasikan dengan L., , dimana m meny-



106 Meiza Fiqrul Hanif dkk

atakan banyaknya titik pada graf lengkap K,, dan n merupakan banyaknya titik
pada graf lintasan P,. Pada Gambar 2 diberikan gambar graf lolipop.

Gambar 2. Graf Ly n

Mojdeh dan Ghameshlou [3] mendefinisikan graf Jahangir diperumum yang
dinotasikan J,, , dengan n > 3 adalah suatu graf dengan nm + 1 titik yang
memuat sebuah siklus C,,, yang mana mn adalah sebuah perkalian antara m
dan n , dan satu titik tambahan yang bertetangga dengan n titik dari Ci,,,
dan masing-masing dari n titik tersebut memiliki jarak m satu sama lainnya.
Misalkan V(Jpmpn) = V(Cnn) U {ua} atau V(Jp,) = V(P,) U V(IV,) di-
mana V(Pp,) = {vi,v2, -, Upm—1)} dan V(W,) = {u1,uz,--- ,un41}, diperoleh
V(Jmn) = {ur,u2, -+, Uny1,01,02,+ , Up(m—1)}- Pada Gambar 3 diberikan gam-
bar graf Jahangir diperumum.

Uz
Vnime-1)

Vim

Vz(m-1)
Uy
Vzm

Vzim-1)
Us

Vim
Vialm-1)

Vs(m-1) Vam
uz Uo

Gambar 3. Graf Jmn

2.2. Dimenst Partist

Dimensi partisi dari sebuah graf G dikenalkan oleh Chartrand, dkk [1]. Mereka men-
gelompokkan semua titik di G ke dalam sejumlah kelas partisi dan menentukan jarak
setiap titik terhadap setiap kelas partisi tersebut.Misalkan IT = {S;,Ss, -+, Sk}
merupakan partisi terurut dari V(G) dan v € V(G). Representasi titik v € V(G)
terhadap himpunan IT dari k-vektor, dinotasikan dengan r(v|IT) dapat ditulis dalam
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bentuk (d(v, S1)d(v, S2),--- ,d(v, Sk)). Jika titik-titik yang berbeda di G mempun-
yai representasi yang berbeda terhadap II, maka II disebut partisi penyelesaian.
Jika untuk 2 buah titik yang berbeda terdapat u,v € V(G) berlaku r(u|II) # r(v|II),
maka IT disebut partisi pembeda dari V(G). Banyak elemen atau anggota suatu
himpunan disebut kardinalitas. Kardinalitas dari partisi penyelesaian minimum
disebut dimensi partisi dari G. Dimensi partisi dari graf G dinotasikan dengan

pd(G).

Teorema 2.1. [7] Misalkan G suatu graf terhubung dengan orde n > 2. Maka
pd(G)=2 jika dan hanya jika G=P,.

Lema 2.2. [7] Misalkan II suatu partisi pembeda pada V(G) dengan u,v € V(G).
Jika d(u,w) = d(v,w) untuk setiap titik w € V(G) — {u, v}, maka u dan v termuat
pada kelas partisi yang berbeda pada I1.

3. Dimensi Partisi Graf Lolipop

Pada bab ini akan dibahas mengenai dimensi partisi dari graf lolipop yaitu, meng-
gabungkan sebuah graf lengkap K,, pada sebuah graf lintasan P, melalui sebuah
jembatan.

Teorema 3.1. Misalkan L,,, graf lolipop dengan m > 3 dan n > 1 maka
pd(Lpy.n) = m.

Bukti. Misalkan L,, , adalah graf Lolipop untuk m > 3 dan n > 1 dengan him-
punan titik V(L,, ). Pandang dua kasus berikut.

Kasus 1. Untuk m =3 dan n = 1.

Akan ditunjukkkan pd(Ls 1) = 3, Yaitu dengan menunjukkan bahwa

(i) pd(Ls1) > 3, Berdasarkan Teorema 2.1 dan K3 adalah subgraf dari L ;.

(ii) pd(Ls1) < 3, Yaitu dengan menunjukkan bahwa himpunan titik Ls; dibagi
menjadi 3 partisi, sedemikian sehingga representasi setiap titik berbeda, maka diper-
oleh pd(L31) < 3. Dari (i) dan (4¢), maka pd(Ls 1) = 3.

Kasus 2. Untuk m > 3 dan n > 1.

Akan ditunjukkkan pd(L,, ,) = m, Yaitu dengan menunjukkan bahwa,

(i) pd(Lm,n) > m, Berdasarkan Teorema 2.1 dan K, adalah subgraf dari L,, .
(ii) pd(Lm,n) < m, Yaitu dengan menunjukkan bahwa himpunan titik L,, ,, dibagi
menjadi m partisi, sedemikian sehingga representasi setiap titik berbeda. Himpunan
partisi dari V(L ) dapat didefinisikan sebagai :

Si = {v;} untuk 1< i < m-1

Sm = {Um, u1,u2, -+ ,u;} untuk 1 < i< n

Maka diperoleh pd(L,, ,,) < m. Dari (7) dan (i¢), maka pd(Ls1) = m. O
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4. Dimensi Partisi Graf Jahangir Diperumum

Pada bab ini akan dibahas mengenai dimensi partisi dari graf Jahangir diperumum
yaitu suatu graf dengan nm + 1 titik yang memuat sebuah cycle C,,,, dan satu titik
tambahan yang bertetangga dengan n titik dari C,,,, dengan m jarak yang sama di
Cn-

Teorema 4.1. Misalkan J,, ,, adalah graf Jahangir untuk m > 3 dan n > 3 maka

3 ,untuk n = 3,4, 5;

nJ +1 ,untuk n > 6.

pd(Jmn) - |_7
2

Bukti. Misalkan J,, ,, adalah graf Jahangir untuk m > 3 dan n > 3 dengan him-
punan titik V'(.J,, ). Pandang dua kasus berdasarkan nilai n.

Kasus 1. Untuk n = 3,4, 5.

Akan ditunjukkkan pd(J,, ) = 3, Yaitu dengan menunjukkan bahwa,

(1) pd(Jm,n) > 3, berdasarkan Teorema 2.1 diperoleh bahwa pd(J,, ) > 3.

(ii) pd(Jm,n) < 3, Yaitu dengan menunjukkan bahwa himpunan titik J,, , dibagi
menjadi 3 partisi, sedemikian sehingga representasi setiap titik berbeda, maka diper-
oleh pd(Jym,n) < 3. Dari (i) dan (i7), maka pd(Jy, n) = 3.

Kasus 2. Untuk n > 6. n
Akan ditunjukkkan pd(Jy, ) = L5J + 1, Yaitu dengan menunjukkan bahwa,

1) pd(Jmn) > ng + 1, berdasarkan Teorema 2.1 diperoleh bahwa pd(Jy, ) >
L% J+1.

(ii) pd(Jmn) < Lg] + 1, Yaitu dengan menunjukkan bahwa himpunan titik
Jm,n dibagi menjadi Lg] + 1 partisi, sedemikian sehingga representasi setiap titik

berbeda, maka diperoleh pd(Jp,.,) < L%J + 1. Dari (¢) dan (i), maka pd(Jpmn) =
n

— 1.

5]+ 0

5. Kesimpulan

Pada makalah ini telah dikaji kembali tentang dimensi partisi dari graf lolipop untuk
m > 3 dan n > 1 dan dimensi partisi dari graf Jahangir diperumum untuk m > 3
dan n > 3.
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