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Abstrak. Pada makalah ini dijelaskan tentang sifat-sifat kompleks, sifat-sifat sub grup,
hubungan antara kompleks dan sub grup, sifat sub grup komutator dan sifat sub grup
normal maksimal. Sifat-sifat tersebut dinyatakan dalam beberapa teorema.
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1. Pendahuluan

Dalam teori aljabar abstrak dikenal adanya teori tentang grup. Secara umum grup
merupakan suatu himpunan tak kosong yang dilengkapi dengan satu operasi biner
yang memenuhi aksioma-aksioma, yaitu bersifat tertutup terhadap operasi biner
tersebut, bersifat asosiatif, terdapat secara tunggal elemen identitas dari grup terse-
but dan setiap elemennya memiliki invers yang tunggal terhadap operasi biner terse-
but. Jika berlaku sifat komutatif pada suatu grup, maka grup tersebut dinamakan
grup abelian (grup komutatif).

Grup merupakan suatu himpunan sehingga grup memiliki subset, subset tak
kosong dari suatu grup dinamakan kompleks. Kompleks dapat berupa sub grup
maupun bukan sub grup. Misalkan G suatu grup, kompleks dari G merupakan sub
grup jika kompleks tersebut memenuhi aksioma-aksioma dari grup terhadap operasi
yang didefinisikan di G.

Elemen suatu grup yang diperoleh dari operasi biner aba — 1b — 1 dinamakan
komutator dari pasangan terurut (a,b), dimana a dan b adalah elemen dari grup
tersebut. Sub grup terkecil dari suatu grup yang memuat himpunan yang mengan-
dung semua komutator dari grupnya dinamakan sub grup komutator.

Salah satu jenis sub grup adalah sub grup normal. Sub grup normal yang meru-
pakan himpunan bagian sejati dari suatu grup yang tidak terkandung pada setiap
sub grup normal pada grup tersebut dinamakan sub grup normal maksimal.
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2. Landasan Teori

2.1. Grup, Kompleks dan Sub Grup

Definisi 2.1. [5] Misalkan G suatu himpunan yang tak kosong dan * suatu operasi
biner yang didefinisikan di G. G disebut grup terhadap operasi x yang dilambangkan
dengan (G, x) jika memenuhi ke empat syarat berikut.

(i) Untuk setiap a,b € G berlaku axb € G (bersifat tutup terhadap operasi *).
(i1) Untuk setiap a,b,c € G berlaku ax(bxc) = (axb)xc (bersifat asosiatif terhadap
operasi *).
(iti) Terdapat suatu unsur di G yang dilambangkan dg e sehingga axe = exa = a
untuk setiap a € G (G memiliki unsur identitas terhadap operasi *).
(iv) Untuk setiap a € G ada b € G sehingga axb = bxa = e (setiap unsur di G
mempunyai invers terhadap operasi x ).

Definisi 2.2. [5] Misalkan (G, %) suatu grup. Grup G disebut abelian/komutatif
jika setiap a, b € G berlaku axb = bxa.

Definisi 2.3. [5] Misalkan G suatu grup. H disebut kompleks dari G jika H C G
dan H # ().

Definisi 2.4. [5] Misalkan G suatu grup dan H adalah suatu kompleks dari G.
Kompleks dari G yang anggotanya invers-invers dari anggota H dinamakan invers
dari H dinotasikan dengan H~'.

H'={h':heH)}.

Definisi 2.5. [5] Misalkan (G, *) suatu grup dan H C G dengan H # (. H disebut
sub grup dari G jika dan hanya jika

(i) Setiap a,b € H berlaku axb € H.
(ii) Setiap a € H berlaku a=* € H.

Definisi 2.6. [3] Misalkan M adalah kompleks dari G. Maka sub grup H dari G
disebut sub grup terkecil dari G yang mengandung kompleks M jika H mengandung
M dan H terkandung di setiap sub grup dari G yang mengandung M. Sub grup
terkecil dart G yang mengandung M disebut juga sub grup yang dihasilkan oleh M
dan dinotasikan dengan (M).

Definisi 2.7. [5] Misalkan G suatu grup dan N adalah sub grup dari G. Himpunan
N disebut sub grup normal dari G jika setiap g € G dann € N berlaku gng~! € N.

Definisi 2.8. [3] Misalkan G suatu grup dan H sub grup normal dari G. Himpunan
semua koset H di G dinamakan grup kuosien dan dinotasikan dengan G/H, yaitu

G/H={Ha:a <€ G} ={aH :a € G}.
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2.2. Permutast

Definisi 2.9. [3] Misalkan H adalah suatu himpunan yang anggotanya terdiri dari
a;; 1 =1, ..., n Pemetaan satu-satu dari H ke H dinamakan permutasi.

Definisi 2.10. [3] Himpunan yang terdiri dari n! permutasi berderajat n yang
berbeda disebut himpunan simetrik dari permutasi bererajat n dan dinotasikan se-
bagai P, .

Definisi 2.11. [3] Misalkan P, suatu grup yang merupakan suatu himpunan
stmetrik dengan operast binernya komposisi dari permutasi-permutasi yang ada di
P,, maka P, dinamakan grup permutasi/grup simetrik.

3. Kompleks dan Sub Grup pada Grup
3.1. Kompleks dan Sub Grup

Teorema 3.1. [3] Misalkan G suatu grup dan H, K masing-masing suatu kompleks
dari G maka :

HK ={hk:he€e H danke K} = HK CQG.

Teorema 3.2. [3] Perkalian kompleks tidak selalu komutatif.

Teorema 3.3. [3] Jika H, K dan L adalah tiga kompleks dari grup G maka
HKUL)=HKUHL.

Teorema 3.4. [3] Jika H, K dan L adalah suatu kompleks dari grup G, maka
H(KNL)C HKNHL.

Teorema 3.5. [3] Jika H, K dan L adalah suatu kompleks dari grup G, maka
HKNL)#HKNHL.

Teorema 3.6. [3| Misalkan G suatu grup dan H, K masing-masing suatu kompleks
dari G maka (HK)™' = K~'H™1.

Teorema 3.7. [3] Jika H adalah sub grup dari grup G, maka H=' = H.

Teorema 3.8. [3] Syarat perlu dan cukup agar kompleks H dari grup G menjadi
sub grup adalah HH=' = H.

Teorema 3.9. [3| Jika H dan K adalah sub grup dari grup G, maka HK adalah
sub grup dari G, jika dan hanya jika HK = KH.

Teorema 3.10. [3] Jika H dan K adalah sub grup dari grup abelian G, maka HK
Juga sub grup dari G.

Teorema 3.11. [3] Syarat perlu dan syarat cukup untuk kompleks H dari grup
hingga agar menjadi sub grup adalah HH = H.

Teorema 3.12. [3] Misalkan M adalah kompleks dari grup G. Maka sub grup
terkecil yang mengandung M ada dan tunggal..
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3.2. Sub Grup Komutator

Teorema 3.13. [3] Misalkan G suatu grup dan a,b € G. Misalkan (a,b) adalah
suatu pasangan terurut. Komutator dari (a,b) adalah elemen identitas dari grup G
jika dan hanya jika ab = ba.

Teorema 3.14. [3] Misalkan Gx adalah sub grup komutator dari grup G. Maka :

(i) Gx adalah sub grup normal di G.
(i1) G\ Gx Abelian.
(iti) Misalkan H sub grup normal dari G. Grup kuosien G/H adalah Abelian jika
dan hanya jika Gx C H.

3.3. Sub Grup Normal Maksimal

Teorema 3.15. [3] Misalkan G suatu grup, H sub grup normal maksimal dari G
jika dan hanya jika grup kuosien G/H sederhana.

4. Kesimpulan

Sifat Kompleks dan Sub Grup :

(1) Misalkan G suatu grup dan H, K masing-masing suatu kompleks dari G maka
cHK ={hk|he Hdanke K} = HK CG.
(2) Perkalian kompleks tidak selalu komutatif.
(3) Jika H, K dan L adalah tiga kompleks dari grup G maka H(KUL) = HKUH L.
(4) Jika H, K dan L adalah suatu kompleks dari grup G, maka H(K N L) C
HKNHL.
(5) Jika H, K dan L adalah suatu kompleks dari grup G, maka H(K N L) #
HKNHL.
(6) Misalkan G suatu grup dan H, K masing-masing suatu kompleks dari G maka
(HK) "' =K 'H™ %
(7) Jika H adalah sub grup dari grup G, maka H~! = H.
(8) Syarat perlu dan cukup agar kompleks H dari grup G menjadi sub grup adalah
HH '=H.
(9) Jika H dan K adalah sub grup dari grup G, maka HK adalah sub grup dari
G, jika dan hanya jika HK = KH.
(10) Syarat perlu dan syarat cukup untuk kompleks H dari grup hingga agar menjadi
sub grup adalah, HH = H.
(11) Misalkan M adalah kompleks dari grup G. Maka sub grup terkecil yang me-
ngandung M ada dan tunggal.

Sifat komutator :

(1) Misalkan G suatu grup dan a,b € G. Misalkan (a,b) adalah suatu pasangan
terurut. Komutator dari (a,b) adalah elemen identitas dari grup G jika dan
hanya jika ab = ba.

(2) Misalkan Gx adalah komutator sub grup dari grup G. Maka :
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(a) G* adalah normal di G.
(b) G\ Gx Abelian.
(¢) Grup kuosien G/H adalah Abelian jika dan hanya jika Gx C H.

(3) Misalkan G suatu grup, H sub grup normal maksimal dari G jika dan hanya
jika grup kuosien G/H sederhana.
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