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Abstrak. Sebaran binomial negatif majemuk sebagai penjumlahan sebaran eksponensial
adalah penjumlahan sebaran eksponensial yang saling bebas, dimana banyaknya sebaran
tersebut menyebar menurut sebaran binomial negatif. Paper ini memperlihatkan sifat
definit non-negatif fungsi karakteristik dari suatu sebaran binomial negatif majemuk
sebagai penjumlahan sebaran eksponensial yang ditunjukan dengan memperlihatkan sifat
kekontinuan dan bentuk kuadratik.
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1. Pendahuluan

Percobaan binomial negatif dapat juga disebut sebagai percobaan Bernoulli yang
dilakukan sampai terjadi r buah sukses, dengan setiap pengulangannya saling bebas
dimana peluang gagalnya yaitu 1 — p dan peluang sukses p. Misalkan peubah acak
N menyatakan jumlah percobaan yang dibutuhkan sampai terjadi r sukses, maka
sebaran peluang dari N disebut sebaran binomial negatif dengan fungsi kepekatan

) =PV =) = (" (1)

dimanan =0,1,2,--- dan 0 < p < 1.
Adapun fungsi karakteristik dari peubah acak N yang berdistribusi binomial negatif
dapat dirumuskan sebagai berikut
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misalkan 1 — p* = (1 — p)e’’, maka
roo T+TL—1) *n(p*)T
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Misalkan X variabel acak dari sebaran eksponensial dengan parameter . Fungsi
kepekatan peluang dari variabel acak ini diberikan

fx(x) = Ae M

untuk A\ positif dan semua x bilangan riil positif. Fungsi karakteristik dari peubah
acak X adalah

px(t) = E(e"™)
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Pada bagian ini telah dijelaskan tentang fungsi karakteristik dari sebaran bino-
mial negatif dan eksponensial. Selanjutnya pada Bagian 2 akan dijelaskan tentang

fungsi karakteristik dari sebaran binomial negatif majemuk sebagai penjumlahan
sebaran eksponensial. Sedangkan Bagian 3 akan menjelaskan tentang sifat definit
non-negatif fungsi karakteristik dari sebaran binomial negatif majemuk sebagai pen-
jumlahan sebaran eksponensial.

2. Fungsi Karakteristik dari Sebaran Binomial Negatif Majemuk
sebagai Penjumlahan Sebaran Eksponensial

Pada bagian ini akan dibahas tentang fungsi karakteristik sebaran binomial negatif
majemuk sebagai penjumlahan sebaran eksponensial dengan konstanta penstabil.
Misalkan S = X; + X5 + - -+ + X, peubah acak X; identik dan saling bebas serta
menyebar eksponensial dengan parameter A dan saling bebas terhadap peubah acak
N menyebar binomial negatif (p, r), maka peubah acak S disebut sebaran binomial
negatif majemuk sebagai penjumlahan sebaran eksponensial dengan konstanta pen-
stabil.

Teorema 2.1. Misalkan S = X7 + X5 + --- + Xy dimana X; dan N masing-
masing merupakan peubah acak dan X; peubah acak yang saling bebas dan identik
(#id), maka fungsi karakteristik dari peubah acak S adalah

ps(t) = My (In(px(1)))- (2.1)
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Bukti. Berdasarkan definisi fungsi karakteristik diperoleh,

ps(t) = Bs(e™),
= En(Ex, (e it(X1+ X2+ +XN) )\N))

i

= En(Ex, (") Ex, (e"%2) - Ex, (")),

= En(px (),
= My (In(px (1)) o

Proposisi 2.2. Misalkan S adalah suatu peubah acak yang menyebar menurut se-
baran binomial negatif majemuk sebagai penjumlahan sebaran eksponensial, maka
fungsi karakteristik dari peubah acak S adalah

_ p '
ps(t) = l(l—(l—l’)xfit)] : (2.2)

Bukti. Fungsi karakteristik dari sebaran binomial negatif majemuk sebagai pen-
jumlahan sebaran eksponensial dapat dirumuskan sebagai berikut

ps(t) = Mn[In(px ()],
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Jadi, fungsi karakteristik dari sebaran Binomial Negatif-Eksponensial adalah

p
905() |:(1 1- p))\ Zt):| . O

3. Sifat Definit Non-Negatif Fungsi Karakteristik dari Sebaran
Binomial Negatif Majemuk sebagai Penjumlahan Sebaran
Eksponensial

Akan diperkenalkan fungsi definit non-negatif yang merupakan syarat perlu dan
cukup untuk fungsi karakteristik. Sebuah fungsi bernilai kompleks ¢x(t) den-
gan t bilangan riil dikatakan fungsi definit non-negatif jika dua kondisi berikut
dipenuhi[4]:

(1) px(t) adalah kontinu
(2) bentuk kuadrat »2, i, > 01«1, ¢GPx (t; — ) > 0, untuk sebarang bilangan
komplek ¢y, ca,- -+ , ¢, dan bilangan riil t1,to,--- ,, dan n > 1.

Proposisi 3.1. Misalkan S adalah suatu peubah acak yang menyebar menurut se-
baran binomial negatif majemuk sebagai penjumlahan sebaran eksponensial, dengan
fungsi karakteristik sebagai berikut

_ D '
ps(t) = [(1_(1_]3) x )] (3.1)
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maka fungsi ©s(t) adalah fungsi definit non-negatif.

Bukti. Fungsi pg(t) adalah fungsi definit non-negatif, Jika

(1) Fungsi karakteristik pg(t) kontinu. Kekontinuan ¢g(t) akan dibuktikan melalui
kekontinuan seragam.
Misalkan @g(t) adalah suatu fungsi karakteristik dan h = s —¢,s > ¢. Akan
ditunjukan bahwa setiap ¢ > 0 terdapat § > 0 sedemikian sehingga |pg(s) —
ws(t)] <, jika |s — t| < J. Perhatikan bahwa

B B » 7‘7 » T
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Misal h = s —t dan h — 0 maka,
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Ini menunjukan untuk § < e dimana |pg(h +t) — pg(t)| untuk |s —t| < § dan
0 bergantung pada €, maka ¢g(t) adalah kontinu seragam.
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lps(h+1t) —ps(t)] = p"

—0

(2) Bentuk kuadrat 3, ;,, ¢;Gps(t; —t) > 0, untuk sebarang bilangan komplek

c1,¢9,- -+ ,cp dan bilangan riil t1,t,--- ,t, dan n > 1.
Perhatikan bahwa

cicl ty —t) = et 3
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Karna dua kondisi diatas terpenuhi, maka dapat dikatakan fungsi pg(t) adalah
fungsi definit non-negatif. m|

> 0.
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