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Abstrak. Misalkan S;, merupakan himpunan titik-titik yang berwarna ¢ dengan 1 < ¢ <
k maka IT = {S1,S52, -+ ,Sk} adalah himpunan yang terdiri dari kelas-kelas warna di
V(G). Berdasarkan suatu pewarnaan titik, maka representasi v terhadap II disebut kode
warna dari v, dinotasikan dengan cry(v). Kode warna cry(v) dari suatu titik v € V(G)
didefinisikan sebagai k-vektor,

crr(v) = (d(v, S1),d(v, S2),- -+ ,d(v, Sk))

dimana d(v, S;) = min{d(v,z)|z € S;} untuk 1 < ¢ < k. Jika setiap titik yang berbeda
di G memiliki kode warna yang berbeda untuk suatu II, maka ¢ disebut pewarnaan
lokasi dari G. Bilangan bulat positif terkecil k sedemikian sehingga G mempunyai k-
pewarnaan lokasi dinamakan bilangan kromatik lokasi dari G, dan dinotasikan dengan
XL (G). Penelitian ini akan memperluas mengenai bilangan kromatik lokasi dapat diap-
likasikan pada semua jenis graf termasuk graf tak terhubung. Khususnya akan diten-
tukan bilangan kromatik lokasi graf tak terhubung dengan graf lintasan (P,) dan graf
lingkaran (Cy,) sebagai komponen-komponennya dimana graf lintasan dengan n titik
dan graf lingkaran dengan m titik.
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1. Pendahuluan

Kajian tentang konsep pewarnaan lokasi graf pertama kali dikaji oleh Chartrand
dkk, dengan menentukan suatu bilangan kromatik lokasi dari beberapa graf seperti,
graf lintasan P, dengan n > 3 diperoleh bilangan kromatik lokasi, xr(P,) = 3.
Untuk graf lingkaran diperoleh x(C),) = 3 untuk n ganjil atau xr(C,) = 4 untuk
n genap.

Selanjutnya, Asmiati dkk [1] membahas mengenai konsep pewarnaan lokasi
graf seperti menentukan bilangan kromatik lokasi pada graf kembang api dan
mengkarakterisasi semua graf yang memuat siklus berbilangan kromatik lokasi tiga.
Lebih lanjut masalah penentuan bilangan kromatik lokasi terus dibahas hingga
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muncul perluasan dari kajian ini dimana pengertian bilangan kromatik lokasi da-
pat diaplikasikan pada semua jenis graf termasuk graf tak terhubung. Pada tulisan
ini akan dibahas tentang bilangan kromatik lokasi untuk salah satu kelas graf tak
terhubung dengan graf lintasan dan graf lingkaran sebagai komponennya.

2. Tinjauan Teori

Misalkan H adalah graf tak terhubung dan ¢ adalah suatu pewarnaan titik pada
graf G dengan menggunakan warna 1,2,--- , k untuk suatu bilangan bulat positif
k. II merupakan suatu partisi terurut dari V(G) kedalam kelas-kelas warna yang
saling lepas C4,Cs, - - ,Cy yang mana titik-titik di C; berwarna ¢, 1 < ¢ < k.
Pewarnaan ¢ dikatakan pewarnaan lokasi-k jika semua kode warna dari semua titik
di H berbeda. Bilangan kromatik lokasi dari graf tak terhubung H, XIL (H), adalah
bilangan bulat positif terkecil ¥ sedemikian sehingga H mempunyai k-pewarnaan
lokasi. Jika tidak ada nilai k£ yang memenuhi maka X/L (H) = co. Sehingga bilangan
kromatik lokasi untuk graf tak terhubung dapat bernilai hingga dan tak hingga.

Teorema 2.1. [5] Untuk setiap i, misal G; adalah suatu graf terhubung dan
misalkan H ~ \J*, G;. Jika X (H) < oo, maka ¢ < xp(H) < r, dimana
g = max{xr(G;) :i € [1,m]} dan r = min{| V(G;) | i € [1,m]}.

t ’
Teorema 2.2. [5] Misalkan H = |J P,,, r = min{n, | i € [1,¢]}, jika x;(H) < oo,
i=1

maka 3 < X7 (H) < r. Secara khusus, x; (H) = 3 disebabkan oleh t = 1,2 atau 3.

3. Bilangan Kromatik Lokasi Graf Tak Terhubung H = P, |JC,,

Graf H merupakan graf tak terhubung yang memuat graf lintasan P, dengan n
titik dan graf lingkaran C, dengan m titik sebagai komponen-komponennya yang
dinotasikan sebagai H = P, | Cy,.
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Gambar 1. Graf H = P, |JCm
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Misalkan himpunan sisi dan himpunan titik dari graf tak terhubung H sebagai

berikut.
V(H) =V(P)|JV(Cn)

= {$1,$2,"' 7xn}U{a1>a27"' 7am}

E(H) = E(P,) | JE(Cm)

= {$1$27$2,$3, e 71'1’7,71:1;77,}

U{a1a23 aiasz, az, a4, a3as, A406, a5z, - -

aam—lam}

Teorema 3.1. Misalkan H = P,|J Cp,. Maka x;(H) = oo untuk n = 2 dan

m > 3.

Bukti. Pembuktian ini akan dibagi kedalam dua kasus sebagai berikut.

Kasus 1. Untuk n =2, dan m = 3.

Misalkan ¢ adalah pewarnaan titik untuk graf H, yakni c :

sedemikian sehingga

c(zy) =clar) =1
c(xe) = clag) =2
c(ag) = 3.

V(H) — {1,2,3}

Dari pemisalan pewarnaan titik diatas terlihat bahwa setiap titik bertetangga
diwarnai dengan warna yang berbeda. Selanjutnya akan dilihat kode warna se-
tiap titik di H terhadap II juga berbeda. Misalkan kelas warna sebagai berikut

II= {Sl, SQ, S3} dengan

Sy =A{w1,a1}, S2 = {w1,a2},53 = {az}.
Maka diperoleh kode warna pada setiap titik di H terhadap II sebagai berikut,

Cn(a1) = (d(al, Sl),d(al, 52), d(al, 53)),

Pada graf lintasan terdapat minimal satu titik di S7 misal x; yang mempunyai
d(x1,S3) = co. Sehingga dihasilkan kode warna sebagai berikut,

cri(r1) = (d(w1, S1), d(z1, S2), d(21, S3)),

= (d(z1,21),d(z1,22),d(21,03)),

= (0, 1, o0).

Akibat dari kode warna diatas diperoleh x (H) = oo.
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Kasus 2. Untuk n = 2, dan m > 4.
Misalkan ¢ adalah pewarnaan titik di H yakni ¢: V(H) — {1,2,3,4} sedemikian
sehingga

Dari pemisalan pewarnaan titik diatas terlihat bahwa setiap titik bertetangga
diwarnai dengan warna yang berbeda. Selanjutnya, akan dilihat kode warna se-
tiap titik di H terhadap II juga berbeda. Misalkan kelas warna sebagai berikut
II = {Sl, SQ, 53, 54} dengan

S1={z1,a1},
Sy = {wa, a4},
Ss = {as, a5, as, am},

Sy = {asz,ar,am—1}.

Maka diperoleh kode warna pada setiap titik di H terhadap II sebagai berikut,

ern(ar) = (d(a1, 81),d(ay, S2),d(a1, Ss),d(ay, Sy)),
=(0, 2, 1, 1),

cri(az) = (d(ag, S1),d(az, S2),d(az, S3), d(az, S1))
=(1, 1, 0, 2)

cn(as) = (d(as, S1), d(as, S2), d(as, S3), d(as, Si))
=(1, 3, 1, 0),

cr(as) = (d(as, S1), d(as, S2), d(as, S3), d(as, Si)),

=(2, 0, 1, d(aq,S4)),

cn(as) = (d(as, S1), d(as, S2), d(as, S3), d(as, S1)),
:(2, 4, 0, 1),

cu(as) = (d(ag, S1), d(as, S2), d(ag, Ss), d(ag, S1)),
=(3, 1, 0, d(as,S4)),

ern(ar) = (d(az, S1),d(az, S2),d(ar, Ss),d(ar,Sy)),
= (3, d(ar,S2), d(a7,S3), 0),

e (@ — 1) d(am-1,51),d(am-1,52), d(am-1,53),d(am-1,54)),

Ay — 1751) d(am 1a52)7 17 0)7
am, 51), d(@m; S2), d(am, S3), d(am, Sa)),
am,Sl) (am’S2)7 07 1)7

~—~ o~ o~
QU
—~ o~ —~
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Pada graf lintasan terdapat minimal satu titik di S; misal z; yang mempunyai
d(x1,S3) = oo dan d(x1,S4) = oo. Sehingga dihasilkan kode warna sebagai berikut,

cn(z1) = (d(z1, 81), d(21, S2), d(z1, S3), d(21, S1)),
= (d(wla‘Tl)ad('rlvav)ad(xlaa%)ad(xlaa?)))a
=(0, 1, oo, o0).

Akibat dari kode warna diatas diperoleh x (H) = oo. |
Teorema 3.2. Misalkan H = P, |JC,, dimanan >4 danm > 4 maka x, (H) = 4.

Bukti. Akan ditunjukkan bahwa x; (H) = 4 untuk n > 4 dan m > 4. Andaikan
titik-titik pada graf H diberikan 3-pewarnaan titik maka akan terdapat 2 titik yang
mempunyai kode warna yang sama. Maka misalkan pewarnaan titik di H yaitu
c:V(H)— {1,2,3,4} sedemikian sehingga

Diperoleh kelas warna sebagai berikut IT = {57, S2, S5, S4} dengan

S1 = {x1,as3},

Sy = {x2,a9,as5},

S3 ={x3,+ ,xpn,a1,a4,a7,"* ,am-1},
Sy = {l‘4,--' ST, G, 7am}-

Kode warna setiap titik di H terhadap II sebagai berikut,

cri(z1) = (d(21, 51),d(21, S2), d(71, S3), d(71, S4)),
0, 1, 2, 3),
d(l‘g,sl) (JL‘Q,SQ),d(ZEQ,Sg),d(LL’Q,S4)),
1, 0, 1, 2),
d(l’SaSl) d(r3,S2),d(z3,S3),d(xs3, S1)),

) 7 )

(va)

(
= (
(
(1,
cr(ws) = (
= (2

Untuk r € [4,n]
crn(zq) = (d(x4,81),d(xy4, S2),d(x4, S3), d(x4,54)),

=(3, 2, 1, 0),
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1 0 1 d(a5,S4))
d(as, S1), d(ag, S2), d(ag, S3),d(as, S)),
4,2, 1, 0),

cri(ag)

cn(zn-1) = (d(xn 1,S1) d(n—1,52),d(xn_1,53),d(xn-1,54)),
=(r— -2, 0, 1) untuk n ganjil,
cr(Tn—1) = (d(z,— 1751) d(xn—-1,52),d(xn_1,53),d(xn-1,54)),
=(r—-1, r—2, 1, 0) untuk n genap,
ceni(ar) = (d(ahSl) d(a1, Sz),d(a1, S3),d(a1, S1)),
—(1, 1, 0, 3),
cn(az,) = (d(aQ,Sl) d(az, S2),d(az, S3), d(az, S1)),
= (2, 1, 2),
cn(as) = (d(a37sl) d(as, S2),d(as, S3),d(as, Ss)),
(Oa L, d(a3,54)),
cn(aq) = (d(a4751) d(as, S2),d(as, Ss), d(as, S1)),
=(3, 1, 0, 1),
cu(as) = (d(as, S1),d(as, S2), d(as, S3), d(as, S4)),
= (1,
(
= (

Untuk s € [7,m)]
CH(CL7) = (d(a7751)7d(a7a 52)7d(a7753)7d(a77 54))7
(2, 1, 0, d(a7,S4)),

er(am—1) = (d(am-1,51),d(am—1,52), d(am—1,S53),d(am—1,54)),
= (d(am-1,51), d(am-1,52), 0, 1),
( ) (d(amvs) (am’SQ) (am,S3)ad(amvs4))’
= (d(am,S1), d(am,S2), 1, 0).

Dari kode warna diatas dapat dilihat bahwa setiap titik pada H memiliki kode
warna yang berbeda, akibatnya ¢ adalah pewarnaan lokasi pada graf H dengan
n24danm24.Jadi,X/L(H):4untukn24danm24. O

4. Kesimpulan

Pada makalah ini telah ditentukan bilangan kromatik lokasi graf tak terhubung H
yang memuat graf lintasan P,, dengan n titik dan graf lingkaran C,,, dengan m titik,
dimana dinotasikan sebagai H ~ P, |J Cy,.
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