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Abstrak. Matriks fuzzy adalah matriks yang entri-entrinya berada pada selang tutup
[0, 1]. Operasi pada matriks fuzzy berbeda dengan matriks pada umumnya, penjumlahan
pada matriks didefinisikan sebagai maksimum dari entri-entri yang bersesuaian dan
perkalian pada matriks fuzzy didefinisikan sebagai minimum dari entri-entri pada ma-
triks fuzzy tersebut. Matriks fuzzy A dikatakan regular jika memenuhi persamaan AXA
= A, dalam hal ini X dikatakan g-invers dari A dan dilambangkan dengan A~ . Jika R(A)
= R(B) atau C(A) = C(B) maka A adalah matriks fuzzy regular jika dan hanya jika B
adalah matriks fuzzy regular.
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1. Pendahuluan

Matriks fuzzy adalah matriks yang entri-entrinya berada pada selang tutup [0,1]. Se-
mua matriks fuzzy merupakan matriks, akan tetapi untuk sebarang matriks belum
tentu merupakan matriks fuzzy. Penjumlahan, perkalian skalar pada matriks fuzzy
berbeda dengan matriks pada umumnya. Penjumlahan pada matriks fuzzy didefin-
isikan sebagai maksimum dari entri-entri yang bersesuaian dan perkalian pada ma-
triks fuzzy didefinisikan sebagai minimun dari entri-entri matriks fuzzy tersebut.

Suatu matriks memiliki invers jika matriks tersebut berukuran n x n dan de-
terminan matriks tersebut tidak sama dengan 0, untuk mencari invers dari matriks
selain berukuran n x n digunakan generalisasi invers. Matriks X dikatakan general-
isasi invers (g-invers) dari matriks A jika matriks X ada sedemikian sehingga AXA
= A. Matriks fuzzy yang memiliki g-invers disebut matriks fuzzy regular.Matriks
fuzzy A memiliki banyak g-invers, himpunan semuag-invers dari matriks fuzzy A
dinotasikan Al.

2. Aljabar Fuzzy

Definisi 2.1. [1] Misalkan F suatu himpunan. Sistem matematika (F,+,-) dengan
operasi biner "+” dan ”.” yang didefinisikan pada himpunan F adalah aljabar fuzzy.
Jika untuk setiap a,b,c € F', berlaku:
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(1) a+ta=adana-a=a,

(2) a+b=b+adana-b=b-a,

(8) a+(b+c)=(a+b)+cdana-(b-c)=(a-b)-c,

(4) a+(a-b)=a dana-(a+b)=a,

(5) a-(b+c)=(a-b)+(a-¢c) dana+ (b-c)=(a+Db)(a+c),
(6) terdapat 0 € F sehingga a +0=a dan a-0=0,

(7) terdapat 1 € F sehingga a+1=1 dana-1=a.

Berikut contoh dari aljabar fuzzy. Misalkan himpunan bilangan fuzzy F = [0, 1]
dengan operasi (+, -) didefiisikan sebagai: a + b = maks{a, b} dan a-b = min{a, b}
untuk semua a,b € [0, 1]. Ini diebut aljabar fuzzy max-min. [1]

3. Matriks Fuzzy

Definisi 3.1. [1] Misalkan Fy,, merupakan himpunan semua matriks — berukuran
m X n atas aljabar fuzzy F dengan F = [0,1]. Apabila m = n, maka dapat ditulis
Fn dan elemen-elemen dari F.,, merupakan matriks fuzzy.

Definisi 3.2. [3] Matriks A = [a;;] dikatakan matriks fuzzy jika
aij € F = [0,1]

Definisi 3.3. [1] Misalkan A = [a;;] dan B = [b;;] adalah matriks-matriks fuzzy
berukuran m x n, maka penjumlahan dari A, B didefinisikan sebagai berikut:

A+ B= [aij + bi]] = [mak:s{aij, bU}]
Definisi 3.4. [1] Misalkan A = [a;;] adalah matriks fuzzy berukuran mxp dan B =

[bi;] adalah matriks fuzzy berukuran p X n, maka perkalian dari A, B didefinisikan
sebagai berikut:

A-B = [a;j - b;j] = {Z ik - bk]} = [maksi{min{aix, bi;}}.
k=1

Definisi 3.5. [1] Misalkan A = [a;;] adalah matriks fuzzy berukuran m x n, k €
F =10,1], maka perkalian dari k, A didefinisikan sebagai berikut:

k-A= [k . aij] = [mm{k, aij}].
Definisi 3.6. [1] Untuk matriks A € Fpun, matriks A dikatakan idempoten jika
A? = A,

Definisi 3.7. [1] Untuk A € Fpn, transpos dari A diperoleh dengan memper-
tukarkan baris-baris ke kolom-kolom dari A, dan dilambangkan dengan AT.

Teorema 3.8. [1] Misalkan A € Fpp, B € Fpy, maka berlaku:

1. [AT]" = A

2. [AB]" = BTAT.

Teorema 3.9. [1] Misalkan A € Fpp, B € Fpp, C € Fpq, maka berlaku:
(AB)C = A(BC).
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3.1. Ruang Baris dan Ruang Kolom Matriks Fuzzy

Definisi 3.10. [1] Misalkan V;, merupakan himpunan n-tuples (x1, 22, ,x,) atas
aljabar fuzzy F = [0,1]. Elemen-elemen dari V,, disebut vektor fuzzy berdimensi n.
Operasi penjumlahan dan perkalian pada V,, didefinisikan sebagai berikut:

Untuk setiap x = (1,22, ,Zpn) , ¥ = (Y1,Y2,** yYn) € Vi, dan a € F =[0,1],
maka:

x4y = (maks{x1,y1},maks{za,y2}, - ,maks{xn,yn}) , dan

ax = (minf{a, 1}, min{a, z2}, -+ ,min{a,z,}).

Sistem V,, dengan operasi penjumlahan dan perkalian skalar fuzzy disebut ruang
vektor fuzzy atau ruang vektor atas aljabar fuzzy F =1[0,1] .

Definisi 3.11. [1] Subruang dari V,, adalah sub himpunan W dari V;, sedemikian
sehingga 0 € W dan untuk z,y € W maka xz + y € W.

Definisi 3.12. [1] Ruang baris dari matriks A yang berukuran m x n, ditulis R(A)
adalah subruang dari V,, yang dibangun oleh baris-baris dari A. Ruang kolom dari
matriks A yang berukuran m x n, ditulis C(A) adalah subruang dari V,, yang diban-
gun oleh kolom-kolom dari A, dan C(A) = R(AT).

Teorema 3.13. [1] Misalkan A, B € Fppn, maka berlaku:

(1) R(B) C R(A) jika dan hanya jika B = X A untuk suatu X € F,.
(2) C(B) C C(A) jika dan hanya jika B = AY untuk suatu'Y € F,.

Definisi 3.14. Misalkan A,B € F,,,,, maka:
1. R(B) = R(A) artinya R(B) C R(A) dan R(A) C R(B).
2. C(B) = C(A) artinya C(B) C C(A) dan C(A) C C(B).

3.2. g-invers

A € Fpn dikatakan regular jika ada X € Fp,, sehingga AXA = A. Dalam hal ini,
X disebut g-invers dari A dan dilambangkan dengan A~ .

4. Matriks Fuzzy Regular

Definisi 4.1. [1] Misalkan A € Fpn, matriks A adalah regular jika dan hanya jika
A mempunyai g-invers. Jika A adalah regular, maka g-invers dari A dilambangkan

sebagai A~, dan A{1} adalah himpunan dari semua g-invers dari A yang memenuhi
AATA=A.

Lema 4.2. [1]Misalkan A,B € Fpun, jika A adalah matriks fuzzy regular, maka
akan berlaku:

(1) R(B) C R(A) jika dan hanya jika B = BA™ A untuk suatu A~ € A {1}.

(2) C(B)C C(A) jika dan hanya jika B = AA™ B untuk suatu A~ € A {1}.

Bukti.
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Misalkan A € F,,,, A adalah matriks fuzzy regular.

(=) Misalkan R(B) C R(A) . Akan dibuktikan B = BA~A.

Karena A matriks fuzzy regular maka A = AA~A dan R(B) C R(A) maka
berdasarkan Proposisi 2.4.1, diperoleh B = X A.

(<) A~ € A{1}, A{1} adalah himpunan dari semua g-invers dari A yang
memnuhi AA~A. Akan dibuktikan R(B) C R(A) yakni dengan membuktikan
B = X A untuk suatu X € F,, (berdasarkan Proposisi 2.4.1).

Misalkan A € F,,, dan A matriks fuzzy regular.

(=) Misalkan C(B) C C(A). Akan dibuktikan B = AA~ B. Karena A adalah
matriks fuzzy regular maka A = AA~A dan C(B) C C(A) maka berdasarkan
Proposisi 2.4.1 diperoleh B = AY.

(<) A= € A {1}, A{1} adalah himpunan dari semua g-invers dari A yang
memnuhi AA~A. Akan dibuktikan C(B) C C(A) yakni dengan membuktikan
B = AY untuk suatu X € F,, (berdasarkan Proposisi 2.4.1). O

Teorema 4.3. [1] Misalkan A € Fou adalah matriks fuzzy regular, X adalah
g-invers dari A dan A € F =[0,1], maka:

(1) XT e AT{1}.
(2) XX € (MA){1}.
(8) XA dan AX adalah idempoten, R(A) = R(XA) dan C(A) = C(AX).

Bukti.

(1)

Misalkan A € F,,,, adalah matriks fuzzy regular dan X adalah g-invers
dari A. Karena X adalah g-invers dari A, maka X memenuhi AXA = A.
Akan dibuktikan X7 € AT{1}. AT{1} adalah himpunan dari semua
g-invers dari AT yang memenuhi A7 XT AT = AT Perhatikan bahwa:

AXA=A
(AXA)T = AT
ATXT AT = AT

(a) Misalkan A € F,,,, adalah matriks fuzzy regular dan AX € (AA){1}.

Akan dibuktikan (AX) € (AA){1}. (AA){1} adalah himpunan dari

semua g-invers dari (AA) yang memenuhi (AA)(AX)(AA) = AA.

Misalkan A = (a;;) dan A € F = [0,1]. Karena AA = (min(X,a;;)) = AX dan
A\ = min(A\) = A, maka:

(AA)(AX)(AA) = (AA
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(b) Akan ditunjukan AX dan XA idempoten.
Perhatikan bahwa:

(AX)? = (AX)(AX)
=AX

dan

(XA)? = (XA)(X4)
= XA

sehingga diperoleh AX dan XA adalah idempoten.

Selanjutnya akan ditunjukan R(A) = R(XA) dan C(A) = C(AX). Karena A €
Fmn adalah matriks fuzzy regular dan X adalah g-invers dari A, maka

A = AXA. Sehingga R(AXA) = R(XA), akan ditunjukan R(A) = R(XA) yaini
dengan menunjukan R(AXA) = R(XA). Perhatikan bahwa:

AXA=A(XA) (4.1)
maka diperoleh R(AXA) C R(XA). Dan karena
XA=X(AXA) (4.2)

maka diperoleh R(XA) C R(AXA).
Dari persamaan (4.1) dan persamaan (4.2) diperoleh
R(AXA) = R(XA) maka R(A) = R(XA).

Teorema 4.4. [1] Untuk matriks fuzzy A,B dengan R(A) = R(B) atau
C(A) = C(B) maka A adalah matriks fuzzy regular jika dan hanya jika
B adalah matriks fuzzy regular.

Bukti. (i) Misalkan A B matriks fuzzy, R(A) = R(B) (atau R(B) € R(A) dan
R(A) C R(B)).

(=) Misal A adalah matriks fuzzy regular. Akan dibuktikan B adalah matriks fuzzy
regular.

Diperoleh R(B) C R(A) jika dan hanya jika B = BA™ A.

Selanjutnya, R(A) C R(B) jika dan hanya jika A = X B untuk suatu X € F,.
(<) Misal B adalah matriks fuzzy regular. Akan dibuktikan A adalah matriks fuzzy
regular.

Diperoleh R(A) C R(B)jika dan hanya jika A = AB™ B.

Selanjutnya, R(B) C R(A) jika dan hanya jika B = X A untuk suatu X € F,.

(#4) (=) Misalkan A,B adalah matriks fuzzy, C(A) = C(B) (atau C(B) C C(A) dan
C(A) € C(B)).

Misal A adalah matriks fuzzy regular. Akan dibuktikan B adalah matriks fuzzy
regular.

Diperoleh C(B) C C(A) jika dan hanya jika B = AA™ B.

Selanjutnya, C(A) C C(B) jika dan hanya jika A = BY untuk suatu Y € F,,.
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(<) Misal B adalah matriks fuzzy regular. Akan ditunjukan A adalah matriks
fuzzy regular.
Diperoleh C(A) C C(B) jika dan hanya jika A = BB~ A.
Selanjutnya, C(B) C C(A) jika dan hanya jika B = AY untuk suatu Y € F,. 0O

5. Kesimpulan

Misal A, B € Foun

(1) Jika A adalah matriks regular, maka akan berlaku:
(a) R(B) C R(A) jika dan hanya jika B = BA~ A untuk suatu

A~ e A{1}.
(b) C(B) C C(A) jika dan hanya jika B = AA~ B untuk suatu
A- e A{1}.

(2) Jika A adalah matriks regular, X adalah g-invers dari A dan
A € F=10,1], maka:
(a) XT e AT{1}.
(b) AX € (ANA){1}.
(¢) XA dan AX adalah idempoten, R(A) = R(XA) dan C(A) = C(AX).
(3) Jika R(A) = R(B) atau C(A) = C(B) maka A adalah matriks regular jika dan
hanya jika B adalah matriks regular.
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