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Abstrak. Tulisan ini membahas tentang karakteristik rank dari matriks fuzzy dimana

dalam menentukan rank pada matriks fuzzy berbeda dengan matriks biasa karena op-

erasi penjumlahan dan perkalian pada matriks fuzzy menggunakan operasi maks-min
yang dikenal dengan aljabar fuzzy maks-min [0,1]. Karakteristik rank yang dibahas pada

tulisan ini adalah faktorisasi rank fuzzy, faktorisasi rank baris, faktorisasi rank kolom,

dan faktorisasi rank.
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1. Pendahuluan

Konsep himpunan fuzzy dikembangkan dalam bentuk matriks yang kemudian dike-

nal dengan nama matriks fuzzy oleh Thomson pada tahun 1977, kemudian teori dari

matriks fuzzy dikembangkan lagi oleh Kim and Roush[2]. Matriks fuzzy juga memi-

liki perbedaan dengan matriks biasa dimana operasi-operasi pada matriks fuzzy

menggunakan operasi max-min sehingga dalam menentukan rank di matriks fuzzy

juga berbeda. Rank baris dalam matriks fuzzy didefinisikan sebagai jumlah anggota

dalam himpunan pembangun minimal dari ruang baris matriks fuzzy [1]. Sedangkan

rank kolom adalah rank baris dari transpos matriks fuzzy. Rank merupakan kon-

sep mendasar untuk pengembangan teori matriks fuzzy. Tulisan ini akan membahas

mengenai karakteristik rank matriks fuzzy.

2. Tinjauan Teori

2.1. Aljabar Fuzzy

Definisi 2.1. [1] Aljabar fuzzy adalah sistem matematika (F,+, .) dengan operasi +

dan · yang didefinisikan pada himpunan F , dimana untuk setiap a, b, c ∈ F berlaku:

(1) a+ a = a dan a · a = a ,

(2) a+ b = b+ a dan a · b = b · a ,

(3) a+ (b+ c) = (a+ b) + c dan a · (b · c) = (a · b) · c ,
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(4) a+ (a · b) = a dan a · (a+ b) = a ,

(5) a · (b+ c) = (a · b) + (a · c) dan a+ (b · c) = (a+ b) · (a+ c) ,

(6) terdapat 0 ∈ F sehingga a+ 0 = a dan a · 0 = 0,

(7) terdapat 1 ∈ F sehingga a+ 1 = 1 dan a · 1 = a.

Berikut contoh dari aljabar fuzzy. Misalkan himpunan F = [0,1] dengan operasi

(+,·) didefinisikan sebagai : a+ b = maks{a, b} dan a · b = min{a, b} untuk semua

a, b ∈ [0,1]. Ini disebut aljabar fuzzy maks-min.

2.2. Matriks Fuzzy

Matriks fuzzy adalah matriks yang entri-entrinya merupakan aljabar fuzzy maks-

min [0,1]. Misalkan fuzzy Fmn adalah notasi untuk himpunan matriks-matriks

berukuran m × n atas aljabar fuzzy F = [0, 1]. Elemen-elemen dari Fmn dise-

but matriks fuzzy. Matriks fuzzy juga merupakan suatu aljabar fuzzy. Berikut akan

diberikan definisi-definisi pada matriks fuzzy sebagai pendukung dan pengimple-

mentasian pada bab selanjutnya.

Definisi 2.2. [3] Matriks A = [aij ] dikatakan matriks fuzzy, jika aij ∈ F = [0, 1],

untuk setiap i,j ∈ R.

Definisi 2.3. [1] Misalkan A = [aij ] ∈ Fmn dan B = [bij ] ∈ Fmn, maka A + B =

[maks{aij , bij}] ∈ Fmn merupakan penjumlahan dari A dan B.

Definisi 2.4. [1] Misalkan A = [aij ] ∈ Fmn dan c ∈ F , maka perkalian fuzzy

yaitu perkalian skalar dengan skalar dibatasi pada F didefinisikan sebagai cA =

[min{c, aij}] ∈ Fmn.

Definisi 2.5. [1] Misalkan A = [aij ] ∈ Fmn dan B = [bij ] ∈ Fmn, maka A · B =[∑p
k=1 aik · bkj

]
= [maksk{min{aik, bkj}}] ∈ Fmn. Hasil dari AB terdefinisi jika

dan hanya jika jumlah kolom A sama dengan jumlah baris B.

Definisi 2.6. [1] Misalkan A = [aij ] ∈ Fmn, transpos dari matriks A adalah hasil

dari pertukaran baris-baris dengan kolom-kolom pada A yang dinotasikan dengan

AT .

Matriks fuzzy dengan pengoperasian maks-min merupakan bagian terpenting

pada pembahasan kali ini. Baris-baris pada matriks fuzzy merupakan vektor fuzzy,

begitu juga dengan kolom-kolomnya. Untuk itu, akan dibahas mengenai ruang vek-

tor atas aljabar fuzzy.

2.3. Ruang Vektor atas Aljabar Fuzzy

Ruang vektor atas aljabar fuzzy adalah ruang vektor yang elemen-elemennya

memenuhi sifat-sifat aljabar fuzzy. Berikut akan diberikan definisi-definisi mengenai

vektor fuzzy sebagai materi pendukung pada pembahasan.

Definisi 2.7. [1] Misalkan Vn merupakan himpunan n-tuples (x1, x2, · · · , xn) atas

F . Elemen-elemen dari Vn disebut vektor fuzzy berdimensi n. Operasi penjumlahan
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dan perkalian pada Vn didefinisikan sebagai berikut :

Untuk x = (x1, x2, · · · , xn) dan y = (y1, y2, · · · , yn) di Vn berlaku

x + y = (x1 + y1, x2 + y2, ..., xn + yn) dan ax = (ax1, ax2, · · · , axn) untuk suatu a

∈ F

Sistem Vn dengan operasi penjumlahan dan perkalian fuzzy disebut ruang vektor

fuzzy.

Definisi 2.8. [1] Sebuah subruang dari Vn adalah subhimpunan W dari Vn
sedemikian sehingga 0 ∈ W untuk setiap x,y ∈ W , x + y ∈ W.

Contoh 2.9.

Misalkan W = {(0,0,0),(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1),(1,1,0),(0,1,1),(1,0,1),(1,1,1)}, maka

W merupakan subruang dari V3.

Definisi 2.10. [1] Kombinasi linier dari elemen-elemen himpunan S adalah jumlah

berhingga
∑
aivi dimana vi ∈ S dan ai ∈ F . Himpunan dari semua kombinasi linier

dari elemen-elemen S disebut pembangun dari S dan dinotasikan dengan < S >.

3. Karakteristik Rank Matriks Fuzzy

Rank merupakan salah satu konsep dasar untuk pengembangan teori matriks fuzzy.

Pada rank matriks fuzzy, rank kolom dan rank baris dari suatu matriks fuzzy tidak

sama. Selain itu, ada juga konsep rank yang disebut rank fuzzy. Ruang baris yang

dinotasikan dengan R(A), ruang kolom dinotasikan dengan C(A), rank baris dan

rank kolom masing masing dinotasikan dengan ρr(A) dan ρc(A).

Definisi 3.1. [1] Ruang baris yang dinotasikan dengan R(A) dari matriks A beruku-

ran m × n merupakan subruang dari Vn yang dibangun oleh baris -baris pada ma-

triks A. Rank baris yang dinotasikan dengan ρr(A) merupakan jumlah terkecil dari

himpunan yang membangun R(A). C(A) = R(AT ) dan ρc(A) = ρr(AT ) .

Untuk matriks berhingga A, ρr(A) adalah jumlah maksimum baris-baris yang

bebas linier pada matriks A.

Teorema 3.2. [1] Untuk A,B ∈ Fmn berlaku

(1) R(B) ⊆ R(A) jika dan hanya jika B = XA untuk suatu X ∈ Fm.

(2) C(B) ⊆ C(A) jika dan hanya jika B = AY untuk suatu Y ∈ Fn.

Definisi 3.3. [1] Misalkan A ∈ Fmn. Rank fuzzy ρf (A) adalah bilangan bulat terke-

cil t sedemikian sehingga A = BC, dimana B ∈ Fmt dan C ∈ Ftn. Faktorisasi

tersebut dinamakan faktorisasi rankfuzzy

Teorema 3.4. [1] Misalkan A ∈ Fmn dengan ρr(A) = r, maka terdapat matriks

B ∈ Fmr dan C ∈ Frn sedemikian sehingga ρr(A) = ρr(C) = r dan A = BC.

Faktorisasi ini disebut faktorisasi rank baris dari matriks A.

Teorema 3.5. [1] Misalkan A ∈ Fmn dengan ρc(A) = s, maka terdapat matriks

B ∈ Fms dan C ∈ Fsn sedemikian sehingga ρc(A) = ρc(B) = s dan A = BC.

Faktorisasi ini disebut faktorisasi rank kolom matriks A.
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Teorema 3.6. [1] Misalkan A ∈ Fmn dengan ρ(A) = ρr(A) = ρc(A) = r, maka

terdapat matriks B ∈ Fmr dan C ∈ Frn sedemikian sehingga ρ(A) = ρc(B) =

ρr(C) = r dan A = BC. Faktorisasi ini disebut faktorisasi rank matriks A.

Bukti. Berdasarkan pembuktian Teorema ??, terdapat B ∈ Fmr dan C ∈ Frn

sedemikian sehingga ρr(A) = ρr(C) = r dan berdasarkan Teorema 3.5 terdapat

B ∈ Fms dan C ∈ Fsn sedemikian sehingga ρc(A) = ρc(B) = s, sehingga ρr(A) = r

dengan B ∈ Fmr dan C ∈ Frn, maka ρr(C) = r dan ρc(A) = r dengan B ∈ Fmr

dan C ∈ Frn, maka ρc(B) = r. Akibatnya ρr(A) = ρc(A) = ρc(B) = ρr(C) = r.

Oleh karena itu, Teorema 3.6 terbukti.

Teorema 3.7. [1] Misalkan A ∈ Fmn. Rank fuzzy ρf (A) memenuhi sifat-sifat

berikut :

1. ρf (A) ≤ min{ρr(A), ρc(A)}.
2. ρf (PAQ) ≤ ρf (A), untuk setiap P ∈ Fpm dan Q ∈ Fnq.

Bukti.

(1) Misalkan A ∈ Fmn dengan ρr(A) = r. Maka berdasarkan Teorema 3.4, A

mempunyai faktorisasi rank baris, yakni A = BC, dengan ρr(A) = ρr(C) =

r,B ∈ Fmr, C ∈ Frn. Dengan menggunakan Definisi 3.3, maka ρf (A) ≤ ρr(A).

Kemudian dari Teorema 3.5 diketahui bahwa ρc(A) = ρc(B) = r. Karena

ρf (A) merupakan bilangan bulat terkecil t sedemikian sehingga A = BC, maka

ρf (A) ≤ ρc(A). Oleh karena itu, ρf (A) ≤ min{ρr(A), ρc(A)}.
(2) Misalkan ρf (A) = t, maka dari Definisi 3.3 diperoleh t merupakan bilangan

bulat terkecil sedemikian sehingga A = BC adalah faktorisasi rank fuzzy dari

A dengan B ∈ Fmt, C ∈ Ftn Kemudian ambil P ∈ Fpm, Q ∈ Fnq, maka PAQ =

P (BC)Q = (PB)(CQ). Misalkan PB = V dan CQ = W , maka PAQ = VW ,

dimana V ∈ Fpt dan W ∈ Ftq, sehingga diperoleh sebuah faktorisasi untuk

PAQ. Karena ρf (A) = t, maka berdasarkan Definisi 3.3 diperoleh ρf (PAQ) ≤
t. Akibatnya diperoleh

ρf (PAQ) ≤ ρf (A) = t,

ρf (PAQ) ≤ ρf (A).

Akibat 3.8. [1] Misalkan A ∈ Fmn dan B ∈ Fnp, maka berlaku hal berikut: 1.

ρf (AB) ≤ min{ρr(A), ρr(B)}.
2. ρf (AB) ≤ min{ρc(A), ρc(B)}.
3. ρf (AB) ≤ min{ρr(A), ρr(B), ρc(A), ρc(B)}.

Akibat 3.9. [1] Misal A ∈ Fmn, B ∈ Fnp,

(1) Jika ρr(AB) = ρf (AB) maka ρr(AB) ≤ min{ρr(A), ρr(B)}.
(2) Jika ρc(AB) = ρf (AB), maka ρc(AB) ≤ min{ρc(A), ρc(B)}.

Bukti.
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(1) Misal A ∈ Fmn, B ∈ Fnp, ρr(AB) = ρf (AB), kemudian berdasarkan Teorema

3.7 diketahui bahwa

ρf (AB) ≤ ρf (A) ≤ ρr(A) dan ρf (AB) ≤ ρf (B) ≤ ρr(B).

Karena ρr(AB) = ρf (AB), maka ρr(AB) ≤ ρr(A) dan ρr(AB) ≤ ρr(B). Aki-

batnya diperoleh ρf (AB) ≤ min{ρr(A), ρr(B)}.
(2. Misal A ∈ Fmn, B ∈ Fnp, ρc(AB) = ρf (AB), kemudian berdasarkan Teorema

3.7 diketahui bahwa

ρf (AB) ≤ ρf (A) ≤ ρc(A) dan ρf (AB) ≤ ρf (B) ≤ ρc(B).

Karena ρc(AB) = ρf (AB), maka ρc(AB) ≤ ρc(A) dan ρc(AB) ≤ ρc(B). Aki-

batnya diperoleh ρf (AB) ≤ min{ρc(A), ρc(B)}.

Akibat 3.10. [1] Untuk A ∈ Fmn, berlaku :

1. ρf (AAT ) ≤ min{ρr(A), ρc(A)}.
2. ρf (ATA) ≤ min{ρr(A), ρc(A)}.

4. Kesimpulan

Rank merupakan salah satu konsep dasar untuk pengembangan teori matriks fuzzy.

Pada rank matriks fuzzy, rank kolom dan rank baris dari suatu matriks fuzzy tidak

sama. Selain itu, ada juga konsep rank yang disebut rank fuzzy. Berikut diperoleh

beberapa karaterikstik rank dari matriks fuzzy, diantaranya :

(1) Untuk A,B ∈ Fmn berlaku

(a) R(B) ⊆ R(A) jika dan hanya jika B = XA untuk suatu X ∈ Fm.

(b) C(B) ⊆ C(A) jika dan hanya jika B = AY untuk suatu Y ∈ Fn.

(2) Misalkan A ∈ Fmn dengan ρr(A) = r, maka terdapat matriks B ∈ Fmr dan

C ∈ Frn sedemikian sehingga ρr(A) = ρr(C) = r dan A = BC. Faktorisasi ini

disebut faktorisasi rank baris dari matriks A.

(3) Misalkan A ∈ Fmn dengan ρc(A) = s, maka terdapat matriks B ∈ Fms dan

C ∈ Fsn sedemikian sehingga ρc(A) = ρc(B) = s dan A = BC. Faktorisasi ini

disebut faktorisasi rank kolom matriks A.

(4) Misalkan A ∈ Fmn dengan ρ(A) = ρr(A) = ρc(A) = r, maka terdapat matriks

B ∈ Fmr dan C ∈ Frn sedemikian sehingga ρ(A) = ρc(B) = ρr(C) = r dan

A = BC. Faktorisasi ini disebut faktorisasi rank matriks A.

(5) Misalkan A ∈ Fmn. Rank fuzzy ρf (A) memenuhi sifat-sifat berikut :

1. ρf (A) ≤ min{ρr(A), ρc(A)}.
2. ρf (PAQ) ≤ ρf (A), untuk setiap P ∈ Fpm dan Q ∈ Fnq.

(6) Misal A ∈ Fmn, B ∈ Fnp, berlaku :

1.Jika ρr(AB) = ρf (AB) maka ρr(AB) ≤ min{ρr(A), ρr(B)}.
2.Jika ρc(AB) = ρf (AB), maka ρc(AB) ≤ min{ρc(A), ρc(B)}.

(7) Untuk A ∈ Fmn, berlaku :

1. ρf (AAT ) ≤ min{ρr(A), ρc(A)}.
2. ρf (ATA) ≤ min{ρr(A), ρc(A)}.
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