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Abstrak. Interaksi antar makhluk hidup terdapat bermacam-macam, salah satunya
yaitu interaksi makhluk hidup dalam memperoleh makanan. Interaksi antara spesies

dalam memperoleh makanan tidak hanya terjadi pada satu spesies namun juga terjadi

antara dua spesies yang berkompetisi memperebutkan makanan yang sama. Persaingan
antar spesies dalam memperoleh makanan dapat digambarkan dengan model Lotka-

Volterra. Akibat dari interaksi ini terdapat dua kemungkinan yaitu kedua spesies yang

berkomprtisi dapat hidup berdampingan atau salah satu mengalami kepunahan. Agar
salah satu spesies tidak mengalami kepunahan, maka dalam penelitian ini dilakukan

analisis kestabilan titik tetap dari model Lotka-Volterra dilengkapi simulasi.
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1. Pendahuluan

Dalam kehidupan alam, setiap makhluk hidup tidak dapat hidup sendiri dan

membutuhkan makhluk hidup lain. Setiap makhluk hidup menjalani hidup secara

bersama dan saling berinteraksi satu dengan yang lainnya. Terdapat bermacam in-

teraksi antar makhluk hidup baik interaksi dalam satu spesies maupun interaksi

antara satu spesies dengan spesies lain. Salah satu interaksi makhluk hidup yang

terjadi yaitu interaksi antar spesies dalam memperoleh makanan.

Interaksi antar spesies dalam memperoleh makanan digambarkan dengan model

Lotka-Volterra. Model ini pertama kali dikembangkan oleh Alfred J. Lotka pada

tahun 1925 dan kemudian dilanjutkan lagi oleh seorang matematikawan Italia yaitu

Vito Volterra pada tahun 1926 [3]. Model tersebut mempunyai asumsi dasar bahwa

model pertumbuhan spesies terhadap ketersediaan makanannyalah model ekspo-

nensial. Model interaksi spesies terhadap makanannya banyak mengalami perkem-

bangan dengan menggunakan model yang lebih kompleks yaitu model pertumbuhan

logistik yang menggambarkan interaksi antara spesies terhadap makanannya yang

dipengaruhi oleh daya dukung lingkungan yaitu:

Ṅ = rN

(
1− N

K

)
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dimana Ṅ = dN
dt , N(t) adalah jumlah populasi spesies pada saat t, r merupakan laju

pertumbuhan dari spesies dan K adalah daya dukung lingkungan untuk spesies.

Pada kenyataannya, interaksi antara spesies terhadap makanannya tidak hanya

terjadi pada satu spesies tetapi bisa terjadi interaksi antara dua spesies yang

berkompetisi memperebutkan makanan yang sama. Interaksi yang terjadi mengaki-

batkan dua spesies saling berkompetisi untuk bertahan hidup. Akibat dari interaksi

yang terjadi spesies 1 dan spesies 2 bisa hidup berdampingan atau salah satu spesies

mengalami kepunahan terhadap ketersediaan makanannya. Untuk itu dari interaksi

dua spesies akan dianalisis kestabilan pada titik tetap agar salah satu spesies tidak

mengalami kepunahan.

2. Pembahasan

Model Lotka-Volterra dikembangkan berdasarkan model pertumbuhan dua spesies.

Dalam [5] dinyatakan bahwa pertumbuhan kedua spesies masing-masing memenuhi

persamaan diferensial berikut ini:

dN1

dt
= r1N1

(
1− N1

K1

)
,

dN2

dt
= r2N2

(
1− N2

K2

)
. (2.1)

Jika keduanya berkompetisi memperebutkan sumber daya, Lotka-Volterra meng-

gunakan model persamaan diferensial berikut:

dN1

dt
= r1N1

(
1− N1 + β12N2

K1

)
,

dN2

dt
= r2N2

(
1− N2 + β21N1

K2

)
. (2.2)

Titik tetap dari model (2.2) ditentukan sebagai berikut.

r1N1

(
1− N1 + β12N2

K1

)
= 0, (2.3)

r2N2

(
1− N2 + β21N1

K2

)
= 0. (2.4)

Solusi titik tetap untuk model (2.2) adalah

1. (N1, N2) = (0, 0)

2. (N1, N2) = (0,K2)

3. (N1, N2) = (K1, 0)

4. (N1, N2) =

(
K1 − β12K2

1− β21β12
,
K2 − β21K1

1− β21β12

)
.

Selanjutnya akan ditentukan pelinieran dari sistem (2.2) di sekitar titik tetap-
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titik tetap di atas. Matriks Jacobian dari sistem (2.2) adalah

J∗ =

(
∂Ṅ1

∂N1

∂Ṅ1

∂N2

∂Ṅ2

∂N1

∂Ṅ2

∂N2

)

=

 r1

(
1− 2N1+β12N2

K1

)
− r1N1β12

K1

− r2β21N2

K2
r2

(
1− 2N2+β21N1

K2

) .

Matriks Jacobian pada titik tetap (0, 0) adalah

J∗ (0, 0) =

(
r1 0

0 r2

)
.

Nilai eigen dari J∗(0, 0) adalah

λ1 = r1 dan λ2 = r2. (2.5)

Karena r1 > 0 dan r2 > 0 maka potret fase model (2.2) di sekitar titik tetap (0, 0)

berbentuk node tidak stabil.

Matriks Jacobian pada titik tetap (0,K2) adalah

J∗ (0,K2) =

(
r1

(
1− β12K2

K1

)
0

−r2β21 −r2

)
.

Nilai eigen dari J∗(0,K2) adalah

λ1 = r1

(
1− β12K2

K1

)
dan λ2 = −r2. (2.6)

Dari (2.6) diperoleh jika
β12K2

K1
> 1, maka nilai eigen dari J∗(0,K2) adalah negatif,

sehingga potret fase dari model (2.2) di sekitar titik tetap (0,K2) berbentuk node

stabil. Sebaliknya, jika
β12K2

K1
< 1, maka nilai eigen dari J∗(0,K2) berlawanan

tanda, sehingga potret fase dari model (2.2) di sekitar titik tetap (0,K2) berbentuk

saddle node.

Matriks Jacobian pada titik tetap (K1, 0) adalah

J∗ (K1, 0) =

(
−r1 −r1β12
0 r2

(
1− β21K1

K2

)) .
Nilai eigen dari J∗(K1, 0) adalah

λ1 = r2

(
1− β21K1

K2

)
dan λ2 = −r1. (2.7)

Dari (2.7) diperoleh jika
β21K1

K2
> 1, maka nilai eigen dari J∗(K1, 0) adalah negatif,

sehingga potret fase dari model (2.2) di sekitar titik tetap (K1, 0) berbentuk node

stabil. Sebaliknya, jika
β21K1

K2
< 1, maka nilai eigen dari J∗(K1, 0) berlawanan

tanda, sehingga potret fase dari model (2.2) di sekitar titik tetap (K1, 0) berbentuk

saddle node.
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Selanjutnya matriks Jacobian pada titik tetap

(
K1 − β12K2

1− β21β12
,
K2 − β21K1

1− β21β12

)
adalah

J∗

(
K1 − β12K2

1− β21β12
,
K2 − β21K1

1− β21β12

)
=

 r1

(
−K1 + β12K2

K1(1− β12β21)

)
−r1

K1β12 − β12K2β12
K1(1− β21β12)

−r2
K2β21 − β21β21K1

K2(1− β21β12)
r2

(
−K2 + β21K1

K2(1− β12β21)

)


Nilai eigen dari J∗

(
K1 − β12K2

1− β21β12
,
K2 − β21K1

1− β21β12

)
adalah

λ1,2 =
−b±

√
b2 − 4ac

2a
(2.8)

dimana

a = (1− β12β21)
b = −

(
r1

(
β12

K2

K1
− 1
)
+ r2

(
β21

K1

K2
− 1
))

c = (1− β12β21)
[
r1

(
β12

K2

K1
− 1
)
r2

(
β21

K1

K2
− 1
)]

b2 − 4ac =
(
−
(
r1

(
β12

K2

K1
− 1
)
+ r2

(
β21

K1

K2
− 1
)))2

− 4(1− β12β21)2
[
r1

(
β12

K2

K1
− 1
)
r2

(
β21

K1

K2
− 1
)]

(2.9)

Dari (2.9) diperoleh jika
β21K1

K2
< 1 dan

β12K2

K1
< 1, maka nilai eigen

dari J∗

(
K1 − β12K2

1− β21β12
,
K2 − β21K1

1− β21β12

)
adalah negatif, sehingga potret fase dari

model (2.2) di sekitar titik tetap

(
K1 − β12K2

1− β21β12
,
K2 − β21K1

1− β21β12

)
berbentuk node

stabil. Sebaliknya jika
β21K1

K2
> 1 dan

β12K2

K1
> 1, maka nilai eigen dari

J∗

(
K1 − β12K2

1− β21β12
,
K2 − β21K1

1− β21β12

)
adalah berlawanan tanda, sehingga potret fase dari

model (2.2) di sekitar titik tetap

(
K1 − β12K2

1− β21β12
,
K2 − β21K1

1− β21β12

)
berbentuk saddle

node.

3. Kesimpulan

Dalam model tersebut didapatkan empat titik tetap yaitu:

(i) Titik (0, 0) dengan nilai eigen λ1 = r1 dan λ2 = r2,

(ii) Titik (0,K2) dengan nilai eigennya λ1 = −r2 dan λ2 = r1

(
1− β12K2

K1

)
,

(iii) Titik (K1, 0) dengan nilai eigennya λ1 = −r1 dan λ2 = r2

(
1− β21K1

K2

)
,

(iv) Titik

(
K1 − β12K2

1− β21β12
,
K2 − β21K1

1− β21β12

)
dengan nilai eigennya λ1 dan λ2 yakni

λ1,2 =
−b±

√
b2 − 4ac

2a
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dimana

a = (1− β12β21)
b = −

(
r1

(
β12

K2

K1
− 1
)
+ r2

(
β21

K1

K2
− 1
))

c = (1− β12β21)
[
r1

(
β12

K2

K1
− 1
)
r2

(
β21

K1

K2
− 1
)]

b2 − 4ac =
(
−
(
r1

(
β12

K2

K1
− 1
)
+ r2

(
β21

K1

K2
− 1
)))2

− 4(1− β12β21)2
[
r1

(
β12

K2

K1
− 1
)
r2

(
β21

K1

K2
− 1
)]
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