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Abstrak. Penelitian ini membahas tentang pendugaan parameter pada distribusi

Gamma dengan parameter α diketahui. Metode pendugaan parameter yang digunakan
adalah metode Bayes dengan dua distribusi prior, yaitu distribusi prior konjugat dan dis-

tribusi prior non-informatif. Distribusi prior konjugat yang diperoleh adalah distribusi
Gamma (α,, β,) dan distribusi prior non-informatif diperoleh dengan melakukan metode

perluasan Jeffrey sehingga menghasilkan prior Jeffrey adalah
1

β2k
.
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1. Pendahuluan

Statistika inferensia terbagi atas dua, yaitu pendugaan parameter dan pengujian

hipotesis. Pendugaan parameter dilakukan untuk menduga nilai parameter suatu

populasi yang menjadi perhatian penelitian [9]. Pendugaan parameter terbagi atas

dua, yaitu penduga titik dan penduga selang. Pendugaan parameter dapat di-

lakukan dengan metode Maximum Likelihood Estimation, metode momen, metode

Kuadrat Terkecil, dan metode Bayes. Metode Bayes merupakan metode yang meng-

gabungkan distribusi sampel dengan distribusi prior. Distribusi prior adalah dis-

tribusi awal dari suatu parameter yang memberikan informasi [7]. Penggabungan

inilah yang akan membentuk distribusi baru yang disebut dengan distribusi poste-

rior [6].

Hasil pendugaan dengan metode Bayes Hasil pendugaan dengan metode Bayes

ini biasanya menghasilkan nilai duga yang lebih hampir dan lebih baik dari pada

metode Klasik (metode Momen, metode MLE, dan lain-lain) [11]. Inferensi akan

lebih bagus jika data yang digunakan adalah data gabungan antara data sampel

dengan data penelitian sebelumnya (data prior) [2].
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2. Landasan Teori

2.1. Fungsi Likelihood

Suatu peubah acak X1, X2, · · · , Xn dapat ditentukan fungsi likelihoodnya yang

dinyatakan sebagai f(x|θ).

Definisi 2.1. [3] Fungsi kepekatan peluang bersama dari n peubah acak

X1, X2, · · · , Xn, yang dihitung pada x1, x2, · · · , xn dinyatakan dalam bentuk

f(x1, x2, · · · , xn; θ) dikatakan sebagai fungsi likelihood. Untuk x1, x2, · · · , xn maka

fungsi likelihood dari θ yang dinotasikan dengan f(x|θ). Jika X1, X2, · · · , Xn meru-

pakan contoh acak dari f(x; θ), maka:

f(x|θ) = f(x1; θ), · · · , f(xn; θ) = Πn
i=1f(xi; θ) . (2.1)

2.2. Distribusi Prior dan Distribusi Posterior

Distribusi prior merupakan distribusi awal dari suatu parameter yang memberikan

informasi sebelum mencari distribusi posterior.

Definisi 2.2. [3] Distribusi Posterior Fungsi kepekatan peluang bersyarat dari

θ jika diketahui pengamatan sampel x = x1, x2, · · · , xn disebut fungsi kepekatan

peluang posterior, yang diberikan oleh

f(x|θ) =
f(x|θ)f(θ)∫∞

−∞ f(x|θ)f(θ)dθ
. (2.2)

Penyebut
∫∞
−∞ f(x|θ)f(θ)dθ akan menghasilkan fungsi kepekatan peluang marginal

untuk x ditulis dengan f(x). Karena f(x) tidak bergantung dengan parameter se-

hingga nilainya cendrung konstan, maka persamaan (2.2) dapat ditulis dengan

f(x|θ) ∝ f(x|θ)f(θ),

dengan f(x|θ) adalah fungsi likelihood dan fθ) adalah distribusi prior [5].

Definisi 2.3. [10] Penduga Bayes Nilai tengah dari distribusi posterior

f(θ|x1, x2, · · · , xn) dinyatakan dengan θ∗, disebut penduga Bayes untuk θ.

2.3. Metode Jeffrey

Untuk mencari distribusi prior non-informatif suatu peubah acak dapat dilakukan

dengan melakukan pendekatan metode Jeffrey. Prior perluasan Jeffrey f(β) biasa

diperoleh dari [1]:

f(β) ∝ [I(β)]k, untuk k ∈ R+, (2.3)

dengan I(β) adalah informasi Fisher yang diperoleh dengan menggunakan rumus

I(β) = −nE{ ∂
2

∂β2 lnf(x|β)} dan f(x|β) adalah fungsi likelihood.
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2.4. Distribusi Gamma

Distribusi Gamma merupakan salah satu distribusi dari peubah acak kontinu. Defin-

isi untuk distribusi Gamma adalah sebagai berikut:

Definisi 2.4. [4] Misalkan X suatu peubah acak kontinu berdistribusi Gamma den-

gan parameter α > 0 dan β > 0, maka bentuk fungsi kepekatan peluangnya adalah

f(x;α, β) =
(β)αxα−1 exp(−x(β))

Γ(α)
, untuk x ≥ 0. (2.4)

Jika X berdistribusi Gamma, ditulis X ∼ GAM(α, β) maka nilai tengah dan

variansi distribusi Gamma adalah

µ = E(X) =
α

β
, dan σ2 = var(X) =

α

β2
. (2.5)

3. Pembahasan

3.1. Fungsi Likelihood dan Distribusi Prior

Jika diketahui X1, X2, · · · , Xn adalah peubah acak berdistribusi Gamma dengan

parameter α dan β, atau ditulis Xi ∼ GAM(α, β), fungsi likelihood, seperti berikut:

f(x|β) =

n∏
i=1

f(xi;β)

=

n∏
i=1

βαxα−1i exp(−βxi)
Γ(α)

= (βα)n(Γ(α))−n(

n∏
i=1

xα−1i ) exp(−β
n∑
i=1

xi)

∝ βnα exp(−β
n∑
i=1

xi). (3.1)

3.1.1. Distribusi prior konjugat

Bentuk fungsi likelihood dari data yang berdistribusi Gamma(α, β) memiliki ke-

samaan bentuk atau dapat dikatakan proposional dengan fungsi kepekatan peluang

dari suatu peubah acak yang berdistribusi Gamma(α
′
, β

′
), yaitu:

f(β) ∝ βα
′
−1 exp(−β(β

′
)). (3.2)

Persamaan (3.1) kemudian dimodifikasi sehingga menjadi bentuk berikut:

f(x|β) ∝ β(nα+1)−1 exp(−β
n∑
i=1

xi). (3.3)

Persamaan (3.3) tersebut merupakan fungsi kepekatan peluang dari distribusi

Gamma dengan parameter α
′

= nα+ 1 dan β
′

=
∑n
i=1 xi , atau dapat dinotasikan

dengan β ∼ GAM(nα+ 1,
∑n
i=1 xi).
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3.1.2. Distribusi Prior Non-informatif

Misalkan peubah acak δ yang beranggotakan α dan β yang saling bebas atau dapat

ditulis δ = (α, β). Pada bagian ini kita menggunakan distribusi Gamma dengan α

diketahui atau dapat dikatakan bahwa α suatu konstanta maka diperoleh f(α) = c

untuk suatu c adalah konstanta.

ln(f(x|β)) ∝ nα ln(β)− β
n∑
i=1

xi,

∂

∂β
ln(f(x|β)) ∝ nα

β
−

n∑
i=1

xi,

∂2

∂β2
ln(f(x|β)) ∝ nα

β2
,

I(β) = −nE{ ∂
2

∂β2
ln(f(x|β))} = −n

2α

β2

sehingga diperoleh prior perluasan Jeffrey adalah

f(β) ∝ [I(β)]k ∝ [−n
2α

β2
]k ∝ 1

β2k
(3.4)

untuk k ∈ R+dan β > 0. Selanjutnya akan dicari distribusi non-informatif untuk

f(δ) yaitu :

f(δ) = f(α, β) = f(α)f(β)

= c× 1

β2k
,

=
c

β2k
∝ 1

β2k
.

3.2. Penentuan Distribusi Posterior

3.2.1. Distribusi Posterior dari Distribusi Prior Konjugat

Distribusi posterior untuk distribusi prior konjugat

f(β|x) ∝ f(β)× f(x|β),

∝ βnα+α
′
−1 exp(−β((β

′
) +

n∑
i=1

xi)). (3.5)

Persamaan (3.5) merupakan fungsi kepekatan peluang dari distribusi

Gamma(α”, β”) dengan α” = nα + α
′

dan β” = β
′

+
∑n
i=1 xi atau dinotasikan

dengan:

β1|X ∼ GAM(nα+ α
′
, β

′
+

n∑
i=1

xi). (3.6)
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3.2.2. Distribusi Posterior dari Distribusi Prior Non-informatif

f(δ|x) ∝ f(δ)× f(x|δ)

∝ βnα−2k+1−1 exp(−β
n∑
i=1

xi). (3.7)

Distribusi posterior dari δ atau ditulis dengan f(δ|x) = f(α, δ|x) ∝ f(α|x) ∝ f(β|x)

[8], sehingga diperoleh distribusi posterior untuk β adalah

f(β|x) ∝ βnα−2k+1−1 exp(−β
n∑
i=1

xi). (3.8)

Persamaan (3.8) adalah fungsi kepekatan peluang dari distribusi Gamma dengan

parameterα
′

= nα− 2k + 1, β
′

=
∑n
i=1 xi , atau dapat ditulis dengan

β2|X ∼ GAM(nα− 2k + 1,

n∑
i=1

xi).

3.3. Posterior Nilai Tengah dan Posterior Variansi

3.3.1. Posterior nilai tengah dan posterior variansi dari distribusi prior

konjugat

Dari distribusi posterior β1|X ∼ GAM(nα+α
′
, β

′
+
∑n
i=1 xi), maka posterior nilai

tengah dan posterior variansi untuk parameter β1 adalah

E(β1) =
nα+ α

′

β′ +
∑n
i=1 xi

. (3.9)

V ar(β1) =
nα+ α

′

(β′ +
∑n
i=1 xi)

2
. (3.10)

Berdasarkan Definisi (2.3), maka posterior min merupakan penduga Bayes untuk

parameter β1, maka β1 = nα+α
′

β′+
∑n

i=1 xi
.

3.3.2. Posterior Nilai Tengah dan Posterior Variansi dari Distribusi Prior

Konjugat

Distribusi posterior yang diperoleh adalah berdistribusi β2|X ∼ GAM(nα − 2k +

1,
∑n
i=1 xi), maka posterior nilai tengah dan posterior variansi untuk parameter β2

adalah

E(β2) =
nα− 2k + 1

(
∑n
i=1 xi)

. (3.11)

V ar(β2) =
nα− 2k + 1

(
∑n
i=1 xi)

2
. (3.12)

Berdasarkan Definisi (2.3), posterior nilai tengah merupakan penduga Bayes untuk

parameter β2, maka β2 = nα−2k+1
(
∑n

i=1 xi)
.



86 Uswatul Hasanah dkk

4. Kesimpulan

Setelah dilakukan pembahasan maka diperoleh beberapa kesimpulan, yaitu:

(1) Distribusi posterior yang dihasilkan dengan menggunakan distribusi prior kon-

jugat adalah distribusi Gamma(α”, β”) dengan α” = nα + r dan β” =

v +
∑n
i=1 xi dan menghasilkan pendugaan parameter β̂1 = nα+α

′

β′+
∑n

i=1 xi
.

(2) Distribusi posterior yang dihasilkan dengan menggunakan distribusi prior non-

informatif adalah distribusi Gamma(α
′
, β

′
) dengan α

′
= nα− 2k+ 1 dan β

′
=∑n

i=1 xi dan menghasilkan pendugaan parameter β̂2 = nα−2k+1
(
∑n

i=1 xi)
.
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