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Abstrak. Penelitian ini dilakukan dengan tujuan menduga parameter pada distribusi
Eksponensial dengan metode Bayes. Pendugaan parameter dilakukan secara analitik
dengan menggunakan distribusi Gamma sebagai prior konjugat dan distribusi prior Jef-
frey sebagai prior non-informatif. Setelah itu, dilakukan evaluasi penduga menggunakan
metode AIC. Berdasarkan studi analitik diperoleh bahwa distribusi Gamma sebagai dis-
tribusi prior konjugat lebih baik dibandingkan dengan prior Jeffrey dalam hal pendugaan
parameter.
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1. Pendahuluan

Statistika inferensia adalah ilmu yang mempelajari tentang analisis data yang kemu-
dian dilakukan penarikan kesimpulan mengenai keseluruhan gugus data induknya.
Salah satu bidang utama dalam statistika inferensia adalah pendugaan parameter.
Pendugaan parameter adalah prosedur yang dilakukan untuk menduga parameter
populasi, seperti nilai harapan, ragam, dan lain-lain [6].

Pendugaan parameter terdapat beberapa metode yang digunakan, yaitu metode
MLE dan metode Bayes. Perbedaan metode MLE dan metode Bayes adalah pada
metode MLE kesimpulan didasarkan semata-mata pada informasi dari sampel yang
diambil dari populasi. Sementara itu, metode Bayes menggunakan atau meng-
gabungkan pengetahuan subjektif mengenai distribusi peluang dari parameter yang
tidak diketahui dengan informasi yang diperoleh dari data sampel [6]. Pengetahuan
subjektif mengenai distribusi peluang dari parameter yang tidak diketahui terse-
but merupakan distribusi awal yang memberikan informasi tentang suatu parame-
ter disebut distribusi prior, sedangkan informasi yang diperoleh dari data sampel
dinyatakan dalam bentuk fungsi likelihood. Gabungan distribusi prior dan fungsi
likelihood kemudian membentuk distribusi baru yang disebut dengan distribusi pos-
terior. Dengan cara seperti ini dugaan parameter yang dihasilkan dengan metode
Bayes akan lebih mendekati pada nilai sebenarnya daripada metode MLE. Selain
itu metode Bayes tidak memerlukan asumsi model klasik seperti pada metode MLE.
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Salah satu distribusi kontinu yang umum digunakan adalah distribusi Eksponen-
sial. Distribusi Eksponensial memiliki kaitan yang erat dengan kehidupan sehari-
hari [7]. Terdapat beberapa jenis distribusi prior, yaitu distribusi prior Gamma se-
bagai distribusi prior konjugat, dan distribusi prior Jeffrey sebagai distribusi prior
non-informatif. Kemudian akan diidentifikasi bentuk distribusi posterior yang di-
hasilkan dan dilakukan evaluasi metode penduga menggunakan metode AIC (Akaike
Information Criterion) [5)

2. Landasan Teori
2.1. Distribust Gamma

Peubah acak X dikatakan berdistribusi Gamma, dengan parameter o > 0 dan 8 > 0,
bila fungsi kepekatan peluangnya berbentuk: [3]

[z, 0, 8) =

B2

()

untuk x > 0. Peubah acak X berdistribusi Gamma dengan parameter o dan § dapat
dinotasikan dengan X~Gamma(«, f3).

L exp(—2) (2.1)

2.2. Daistribust Eksponensial
Distribusi Eksponensial adalah bentuk khusus dari distribusi Gamma dengan a=1.
[7]
Definisi 2.1. Peubah acak X dikatakan berdistribusi Fksponensial, dengan param-
eter A >0, bila fungsi kepekatan peluangnya berbentuk:

f(z;A) = Aexp — Az (2.2)

untuk © > 0.

Peubah acak berdistribusi Eksponensial dengan parameter \ dapat dinotasikan
dengan X ~ EXP(\).

2.3. Pendugaan Parameter dengan Metode Bayes

Definisi 2.2. [7] Nilai harapan dari distribusi posterior, yang dinotasikan dengan
Ag, merupakan penduga Bayes untuk .

2.4. Fungsi likelithood

Definisi 2.3. [2] Fungsi kepekatan peluang bersama dari X1, Xa,--+ , X, yang di-
hitung pada x1,To, -+ ,x, adalah f(x1,22, -+ ,xy; N) dan ini dirujuk oleh fungsi
likelihood. Untuk x1,x2, - ,x, tetap, fungsi likelihood adalah fungsi dari parame-
ter X\ yang dinotasikan dengan L()\).

Jika X7, Xs, -, X,, merupakan contoh acak dari f(x;\), maka:

L) = f(zi; A) (@25 A) -+ f(wn; ),
= H?:lf(xﬁ)\)'
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2.5. Distribust Prior

Distribusi prior merupakan distribusi awal yang memberikan informasi mengenai
parameter yang akan diduga. Dalam pendugaan suatu nilai parameter, maka dis-
tribusi priornya dipilih secara subjektif oleh peneliti.

Distribusi prior terbagi atas dua, yaitu [4]:

(1) Berkaitan dengan bentuk distribusi hasil identifikasi pola datanya yang diper-
oleh dari fungsi likelihood, yaitu:

(a) Distribusi prior konjugat. Distribusi prior ini mengacu pada pemilihan
prior pada suatu model terutama dalam pembentukan pola fungsi likeli-
hoodnya.

(b) Distribusi prior non-konjugat. Pemberian prior pada model tidak mengin-
dahkan pola pembentuk fungsi likelihoodnya.

(2) Berkaitan dengan informasi terdahulu terkait dengan penentuan masing-masing
parameter pada pola distribusi priornya, yaitu:

(a) Distribusi prior informatif. Distribusi prior ini mengacu pada pemberian
parameter dari distribusi prior yang telah dipilih, baik distribusi prior kon-
jugat atau prior non-konjugat. Pemberian nilai parameter pada distribusi
prior ini mempengaruhi bentuk distribusi posterior yang akan didapatkan
pada informasi data yang diperoleh.

(b) Distribusi prior non-informatif. Distribusi prior ini tidak berdasarkan pada
data yang ada atau distribusi prior yang tidak mengandung informasi men-
genai parameter.

2.6. Distribusi Posterior

Definisi 2.4. [2] Fungsi kepekatan peluang bersyarat dari X jika diketahui penga-

matan sampel © = (x1,x2, -+ ,xy,) disebut kepekatan posterior fungsi kepekatan
peluang posterior, yang didefinisikan sebagai berikut:
flz|A) f(A
Fe) = LV (23)
Joo F@IN F(N)dA

2.7. Metode Jeffrey

Metode Jeffrey merupakan salah satu bentuk pendekatan dari prior non-informatif
[3]. Distribusi prior non-informatif digunakan apabila tidak cukup informasi terkait
parameter yang akan diestimasi.

Aturan Jeffrey. Distribusi prior untuk parameter tunggal A, dikatakan sebagai
distribusi prior non-informatif jika distribusi prior tersebut proporsional dengan
akar dari informasi Fisher [4].

F) o I(A)

maka: Dalam aplikasinya, distribusi prior Jeffrey diperluas menjadi perluasan dis-
tribusi prior Jeffrey, untuk A > 0 didefinisikan dengan [1]:
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FA) o [I(N))
makas:

FO) = K[I(V] (2.4)

dengan k adalah konstanta, ¢>0 sebagai konstanta Jeffrey dan I(\) adalah informasi
Fisher. Informasi Fisher dari parameter diberikan oleh [1]:

I\ = —nE[di In f(z|N)].

d(A)?
2.8. Akaike Information Criterion

Salah satu metode dalam menentukan model terbaik adalah metode AIC. Model
terbaik adalah model regresi yang memiliki nilai AIC terkecil. Definisi AIC dapat
dilihat pada persamaan di bawah ini:

~

AIC = —2In L(\) + 2p, (2.5)

dimana L(X) adalah fungsi likelihood dan p jumlah parameter [5].

3. Pembahasan
3.1. Likelihood dan Distribusi Eksponensial

Misalkan X;, X5, -+, X,, adalah peubah acak dari distribusi Eksponensial dengan
X; ~ EXP(\), maka fungsi likelihoodnya adalah

f(z|A) = TGL (@i A)
= 17 Aexp(—Az;)

= A"exp(—AXT_x;)

3.2. D:astribust Posterior dengan Berbagat Distribusi Prior

3.2.1. Distribust Gamma sebagai Distribusi Prior Konjugat

Misalkan dipilih peubah acak A berdistribusi Gamma(c, 8) dengan «, 8 > 0 dino-
tasikan dengan A ~ Gamma(a, 3) sebagai prior konjugat. Fungsi kepekatan peluang
dapat dinyatakan dalam bentuk:

) = £

Fungsi likelihood dikalikan dengan distribusi prior menghasilkan:

A Lexp(—A3), A>0 (3.1)

FNF@IN) = g A eap(-M(Siaai+ 9) (32
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Selanjutnya integralkan fungsi likelihood dengan distribusi posterior terhadap A,
sehingga menghasilkan:

B 1
/ FNIEININ = s o Tt ) (3.3)

Dengan demikian, distribusi posterior dapat diperoleh dengan:
fA ) (m\)\)
fAlz) =
Joo OO F(z[A)dA
5 fa-1
n+ao 2\ i
F(a)/\ eXp( A( 1:1xl+ﬁ))
B 1
I'(a) (Z72 1+ gyt
(B + BT -
—_ i /\n+a 1 Yoy i
F(n+a) exp( ( 171I,+B))
Atau dapat dinyatakan dengan:

I'(n+ )

M|z ~ Gamma(n + a, X x; + 3)

3.2.2. Metode Jeffrey sebagai Distribusi Prior Non-Informatif

Salah satu bentuk pendekatan dari prior non-informatif adalah dengan menggu-
nakan metode Jeffrey. Dalam aplikasinya, prior Jeffrey diperluas menjadi perluasan
Jeffrey yang dinyatakan dalam bentuk:

FO) = KTV

Pertama akan ditentukan informasi Fisher yang diperoleh sebagai berikut:

f(z|A) = N"exp(—AX™ z;)
Inf(z|\) =nln(A) — AZ™  z;
dl A
i) 1

d?In[f(z|N)] . -n

A2 — "2

d?l A

) = —nfz(ir‘c[;;(f| )

2
n
= 5 sehinggadiperoleh perluasan distribusi prior Jeffrey

untuk distribusi Eksponensial adalah:
fN) = k[I(N)]°
nc
ks
dengan k adalah konstanta, ¢ > 0 sebagai konstanta Jeffrey, dan n adalah jumlah
sampel. Fungsi likelihood dikalikan dengan distribusi prior menghasilkan:

FOf(z[A) = (kn?) (A7) exp(—AXa;) (34)
Selanjutnya integralkan fungsi likelihood dengan distribusi prior terhadap A,
sehingga menghasilkan:

/f FIN)d) = (En(kn):)zcﬂl“(n—Qc+l) (3.5)
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Dengan demikian, distribusi posterior diperoleh sebagai berikut:
(kn?¢)(A\"~2¢) exp(—AXx;)
(kn*?)
(Z?fll‘i)n_%ﬂ_l

fAlz) =
T(n—2c+1)

(B ) (A T20) exp(—ABay) (3.6)
N ['(n—2c+1) '

Atau dapat dinyatakan dengan:
Ao|lz ~ Gamma(n —2c+ 1, X1 x;)

Table 3.1 Hasil Uraian Secara Analitik Distribusi Posterior dengan Menggunakan
Distribusi Prior

Jenis Dastribusi Prior

Kriteria Gamma Teffrey

Distribusi posterior | Gamma (n+ e, X_, x; + f) | Gamma (n—2c+ LEL, x,)

» ) _ n+a n—2c+1

osterior min = _
Z.;zxL +JE Z.;ix.

o ) o n+a n—2c+1

osterior variansi O, x + f)° (Er, x,)?

4. Kesimpulan

Berdasarkan pembahasan, diketahui bahwa untuk distribusi prior Gamma dan dis-
tribusi prior Jeffrey diperoleh distribusi posteriornya proporsional dengan distribusi
Gamma.
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