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Abstrak. Misalkan G adalah suatu graf dengan banyaknya titik p dan banyaknya sisi q.
Pelabelan total (a, d)-sisi antiajaib dari graf G adalah suatu fungsi bijektif f : (V(G)U
E(G) — {1,2,3,--- ,p + ¢} sehingga bobot sisi w(u,v) = f(u) + f(v) + f(uv) dengan
uv € (G) membentuk barisan aritmatika dengan suku awal a dan beda d. Suatu pelabelan
total dari graf G dikatakan super jika f(V) = {1,2,3,--- ,p}. Dalam paper ini, pelabelan
yang dibahas adalah pelabelan pada gabungan dua graf bintang K1 ,, dan K1 ,, untuk
m>n2> 2.

Kata Kunci: Graf Bintang, Pelabelan Graf, Pelabelan Total (a, d)-Sisi Antiajaib.

1. Pendahuluan

Salah satu kajian dalam teori graf yang memiliki properti matematika yang menarik
dan memiliki aplikasi yang luas dalam berbagai bidang dan permasalahan adalah
teori pelabelan graf. Pelabelan graf pertama kali diperkenalkan oleh Sedlacek
(1964), kemudian Stewart (1966), Kotzig dan Rosa (1970). Hingga saat ini teori
pelabelan graf sangat dirasakan manfaatnya, terutama pada sektor sistem komu-
nikasi dan transportasi, navigasi geografis, radar, penyimpanan data komputer, dan
juga desain circuit gabungan pada komponen elektronik. Pelabelan terhadap graf
G adalah suatu pemetaan bijektif dari setiap elemen graf ke bilangan bulat positif,
yang mana bilangan tersebut disebut dengan label.

Terdapat beberapa jenis pelabelan graf, diantaranya adalah pelabelan ajaib dan
pelabelan antiajaib. Pelabelan ajaib diperkenalkan oleh Sedlacek (1963) dan pela-
belan antiajaib diperkenalkan oleh Hartsfield dan Ringel (1989). Jika graf memiliki
bobot titik atau bobot sisi yang sama, maka graf ini disebut graf dengan pelabelan
ajaib. Jika graf memiliki bobot titik atau bobot sisi yang berbeda maka graf ini
disebut graf dengan pelabelan antiajaib. Dalam pelabelan antiajaib dikenal pula
beberapa istilah seperti pelabelan titik (a,d)-sisi antiajaib, pelabelan sisi (a,d)-
titik antiajaib, pelabelan total (a,d)-titik antiajaib, serta pelabelan total (a, d)-sisi
antiajaib.

Misalkan terdapat graf G = (V, E') dengan |V (G)| = p dan |E(G)| = q. Pelabelan
total (a, d)-sisi antiajaib dari graf G adalah suatu fungsi bijektif f : V(G)UE(G) —
{1,2,3,-- ,p+ g} sehingga himpunan bobot sisi W (uv) = {w(uv)|w(uv) = f(u) +
f() + f(uv),uv € (G)} membentuk barisan aritmatika dengan suku awal a dan
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beda d. Suatu pelabelan total (a,d)-sisi antiajaib dikatakan super jika f(V) =
{1,2,3,--- ,p} dan f(E)={p+1,p+2,p+3, - ,p+q}. Pada makalah ini penulis
akan melakukan kajian kembali mengenai pelabelan total (a, d)-sisi antiajaib super,
khususnya pada graf yang merupakan gabungan dua graf bintang K, U K ;.
Graf bintang K, mempunyai satu titik berderajat n, sementara n titik lainnya
berderajat satu.

Berikut ini adalah teorema dan lema yang digunakan untuk menentukan pela-
belan total (a, d)-sisi antiajaib super pada grabungan dua graf bintang.

Teorema 1.1. [2] Misalkan m,n adalah bilangan bulat positif dengan m > n > 2,
maka graf K1 n, UK . mempunyai suatu pelabelan titik (a, 1)-sisi antiajaib jika dan
hanya jika m adalah kelipatan dari (n+1).

Lema 1.2. [4] Misalkan terdapat barisan A = {c,c+1,¢+2,--- ,c+k}, untuk suatu
k genap, maka terdapat suatu permutasi I1(A) dari elemen A sedemikian sehingga
A+TI(A) = {2c+ & 2c+ £ +1,2c+ 5 42, 2+ 3 — 1,2+ 3}

2. Pelabelan Total (a, d)-Sisi Antiajaib pada Gabungan Graf
Bintang

Makalah ini mengkaji kembali paper [2] tentang pelabelan total (a, d)-sisi antiajaib
pada gabungan graf bintang K ,,, UK 5, untuk m > n > 2 dan m adalah kelipatan
dari (n +1).

Teorema 2.1. [2] Jika m > n > 2 dan m adalah kelipatan dari (n+ 1), maka graf
Ky U Ky, mempunyai pelabelan total (a,2)-sisi antiajaib super.

Bukti. Misalkan m > n > 2 dan m = t(n+ 1) untuk suatu konstanta ¢ € N, maka
pelabelan titik untuk graf K ,, U K ,, dikonstruksikan sebagai berikut.

24t jika j=0,
f1($17.7)—{[{1+j, jika 1 <j <m,

dengan [z] didefinisikan sebagai bilangan bulat terkecil yang lebih besar atau sama
dengan z, untuk x sembarang bilangan riil, dan

e = {1 jika i=0,
BT 1+ G+ 1) (E+1), jika 1<i<n.

Maka diperoleh himpunan label titik untuk graf K, ,, dan graf K, sebagai
berikut.

v = {e e 1 1 [2] +2 2] vae [7] +m}

V(K1) ={13+2t),(4+3t),6+4t),--- ,2+n+tn+1)}
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Gambar 1. Pelabelan titik pada graf K1 ., U K1

Diperoleh bobot sisi untuk graf K ,,, U K, terhadap pelabelan f; berikut.

W}l U W?l = {w}1 (z1,0z1,5)1 <j<m}U {wj%1 (2,0224)|1 <i < n},
={f(x10) + flz1)]1 <j<m}U{f(w20) + f(w21)|l <i <},
=2+t [2 i< <mPU{2+ G+ D(E+ DL < <n},
={t+4,t+5,t+6,--- ,m+n+t+ 3}

Dapat dilihat bahwa himpunan tersebut merupakan barisan aritmatika dengan
suku awal ¢t + 4 dan suku akhir m +n + ¢ + 3, serta beda d = 1. Sehingga dapat
dilihat bahwa f; adalah pelabelan titik (¢ + 4, 1)-sisi antiajaib.

Selanjutnya didefinisikan pelabelan sisi fo : E(K7 ., U K1,,), sebagai berikut.

fo(zroz1;) =m+n+1+ H—‘ +7 untuk 1<j<m,

fo(zaome) =m+n+2+i(t+1) untuk 1<4i<n.
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Gambar 2. Pelabelan total pada graf K1, U K1,
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Maka untuk ¢ € N, diperoleh suatu himpunan terurut dari pelabelan sisi
fa(z1,021,5) U fa(@a,02,), yaitu :
for BE(KimUK1p) = {m+n+3m+n+4,m+n+5,---,2m+ 2n+ 2}.

Bobot sisi untuk graf K ,, UK, , terhadap pelabelan f5, dapat dihitung sebagai
berikut.

W}z U Wf22 = {’I,U}2 (l‘170$17j)|1 S] S m} U {wi (‘132,056271'”1 S 7 S Tl},
= {w}l (1,021,5) + fa(z10215)|1 < j<m}U {wfrl (@2,0®2,:) + fa(wa,0wa,:)|1 < i < n},
—{mAn+t+3+22] 421 <j S mbu{mAn+d+ @i+ )+ DIL<i<n),
={m+n+t+7,m+n+t+9m+n+t+11,--- ;3m+3n+t+5}.

Dapat dilihat bahwa himpunan tersebut merupakan barisan aritmatika dengan
suku awal m 4+ n + ¢ + 7 dan suku akhir 3m + 3n + ¢t 4 5, serta beda d = 2. Karena
pelabelan titik sudah dilabeli dari {1,2,3,--- ,p}, maka dapat disimpulkan bahwa
f2 mempunyai pelabelan total (m + n + ¢t 4 7, 2)-sisi antiajaib super. O

Teorema 2.2. [2] Jika (m + n) adalah gangil, m > n > 2 dan m kelipatan dari
(n+1), maka graf K1, UK; , mempunyai pelabelan total (a, 1)-sisi antiajaib super.

Bukti. Misalkan (m + n) adalah ganjil, m > n > 2 dan m = t(n + 1) untuk suatu
t € N. Maka berdasarkan Teorema 2.1, graf K ,, UK , mempunyai pelabelan titik
(t + 4, 1)-sisi antiajaib. Didefinisikan pelabelan titik f3 sebagai berikut.

Ss(V(K1m UK1n)) = fi(V(Kim U Kin)),
dan himpunan bobot sisi terhadap pelabelan f3 adalah sebagai berikut.
Wi UW; ={t+4,t+51t+6,--- ,m+n+t+3}.
Dengan dimisalkan ¢ =t +4, k = m+n — 1, dan W}S U WJ?S_ dapat dinotasikan
sebagai himpunan A, maka diperoleh:
A={c,c+1,¢+2,--- ,c+k}.

Karena (m + n) adalah ganjil, k = ((m +n) — 1) bernilai genap dan himpunan
A dapat ditulis sebagai barisan A, maka berdasarkan Lema 1.2, terdapat suatu
permutasi II(A) dari elemen-elemen A, di mana suatu permutasi II(A) didefinisikan
seperti pada [4], yaitu

H(A):{bi|1§i§k+1}={

sedemikian sehingga

c+ 5+ 17 jika i ganjil, 1 <i<k+1,
c+k+ 2%, jika i genap, 2<i <k,

k k k 3k 3k
A+TI(A) = {2¢ + 5,2c+§+1,2c+§+2,--- ,20—&-7—1,20—&—?}.

Misalkan [II(A) — ¢+ m+n+ 3] adalah pelabelan sisi fy : E(K7,, UK1 ), yaitu
IMA) —c+m+n+3={e]l <i<k+1},
[ 5t jikad ganjil, 1<i<k+1,
2k + %, jika i genap, 2 <i <k,
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di mana label-label sisi untuk graf K;,, dan graf K;, diperoleh dengan menye-
suaikan urutan dari himpunan bobot sisi terhadap f3 sedemikian sehingga diperoleh
suatu himpunan terurut dari pelabelan sisi f; sebagai berikut.

fa : E(K1 UKy ,) > {(m+n+3),(m+n+4),m+n+5),---,2m+2n+2)}.

Jelas bahwa A+ [I1(A) — c+m-+n+3] merupakan himpunan bobot sisi W, UWF,
dari graf K ,, U K, sedemikian sehingga diperoleh :
Wi UW; = A+ [I(A) —c+m+n+3],
=[A+TA)] —c+m+n+3,

_ [3m+3n+2t+13 3m+3n+2t—|—13+ 3m+3n+2t+13
N 2 ’ 2 ’ 2
5m + 5n + 2t + 11 1 5m+5n+2t+11}
2 ’ 2 '

Dapat dilihat bahwa himpunan tersebut merupakan barisan aritmatika dengan
suku awal 3mESLE2EELS dap suky akhir S2ESE2EELL (gerta d = 1. Karena himpunan
titik telah dilabeli dengan {1,2,3,--- , p}, maka dapat disimpulkan bahwa f; adalah

pelabelan total (ZZE3LESEELS 1) gisi antiajaib super. O

3. Kesimpulan

Pada tulisan ini, telah dikaji kembali bahwa graf K; ,,, UK , mempunyai pelabelan
total (m 4+ n + t 4+ 7,2)-sisi antiajaib super, untuk m > n > 2 dan m adalah
kelipatan dari (n+1). Selanjutnya juga telah dikaji kembali bahwa graf K ,, UK ,,
mempunyai pelabelan total pelabelan total (Wv 1)-sisi antiajaib super,
untuk m + n adalah ganjil, m > n > 2 dan m adalah kelipatan dari (n + 1).
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