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Abstrak. Grup dari representasi grup quaternion dan hasil kali Kronecker memiliki
32 unsur matriks. Tulisan ini akan membahas tentang sifat-sifat yang diperoleh dari

pengolahan unsur-unsur matriks suatu grup dari representasi grup quternion dan hasil
kali Kronecker. Sifat-sifat ini terkait dengan matriks partisi dan matriks permutasi, serta

dengan memperhatikan sifat matriks simetris dan matriks tidak simetris.

Kata Kunci : Sifat-sifat Matriks, Matriks Partisi, Matriks Permutasi, Matriks Simetris,

Matriks Tidak Simetris

1. Pendahuluan

Matriks adalah jajaran empat persegi panjang dari bilangan-bilangan. Bilangan-

bilangan dalam jajaran tersebut disebut entri dari matriks [1].

Pada tahun 2018, Yanita, dkk [6] mengkaji suatu grup berdasarkan definisi grup

quaternion dan diperoleh suatu grup dari representasi grup quaternion dan hasil

kali Kronecker tersebut. Grup tersebut adalah G = {Ak = [aij ]|i, j = 1, 2, 3, 4, k =

1, 2, · · · , 32} yang memiliki 32 unsur matriks yang dicantumkan pada halaman 3.

Tulisan ini akan membahas sifat-sifat yang muncul dari pengolahan unsur-unsur

matriks dari grup tersebut dengan melibatkan matriks partisi dan matriks permu-

tasi serta dengan memperhatikan sifat matriks simetris dan matriks tidak simetris.

2. Tinjauan Pustaka

2.1. Teori Matriks

Definisi 2.1. [1] Matriks adalah jajaran empat persegi panjang dari bilangan-

bilangan. Bilangan-bilangan dalam jajaran disebut entri dari matriks.

Definisi 2.2. [2] Suatu matriks yang memiliki baris dan kolom yang sama dino-

tasikan dengan An×n, disebut matriks bujursangkar atau matriks kuadrat.
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Definisi 2.3. [1] Sebuah matriks yang seluruh entrinya adalah bilangan nol disebut

matriks nol yang disimbolkan dengan 0.

Definisi 2.4. [1] Matriks identitas adalah matriks bujursangkar dengan bilangan 1

pada diagonal utamanya dan 0 pada entri-entri lainnya.

Definisi 2.5. [4] Jika A adalah matriks kuadrat atau bujursangkar dan berlaku

A = AT maka A disebut matriks simetris.

Definisi 2.6. [3] Misalkan A adalah matriks berukuran n × n (bujursangkar atau

matriks kuadrat). A dikatakan matriks segitiga atas jika aij = 0 untuk i > j. A

dikatakan matriks segitiga bawah jika aij = 0 untuk i < j. A dikatakan matriks

diagonal jika aij = 0 untuk i 6= j, sehingga A dikatakan matriks segitiga atas dan

segitiga bawah.

Definisi 2.7. [1] Dua matriks adalah setara jika keduanya memiliki ukuran yang

sama dan entri-entri yang bersesuaian adalah sama.

Definisi 2.8. [1] Jika A dan B adalah matriks-matriks dengan ukuran yang sama,

maka jumlah A+B adalah matriks yang diperoleh dengan menjumlahkan entri-entri

pada B dengan entri-entri yang bersesuaian pada A dan selisih A−B adalah matriks

yang diperoleh dengan mengurangkan entri-entri pada A dengan entri-entri yang

bersesuaian pada B. Matriks dengan ukuran yang berbeda tidak dapat dijumlahkan

atau dikurangkan.

Definisi 2.9. [1] Jika A adalah matriks m× n dan B adalah matriks n× r maka

hasilkali AB adalah matriks m× r yang entri-entrinya ditentukan sebagai berikut.

Untuk mencari entri pada baris i dan kolom j dari AB, pisahkan baris i dari matriks

A dan kolom j dari matriks B. Kalikan entri-entri yang bersesuaian dari baris dan

kolom tersebut, dan kemudian jumlahkan hasil yang diperoleh.

2.2. Matriks Partisi

Definisi 2.10. [4] Matriks blok atau matriks partisi adalah matriks yang dipartisi

atau diblok menjadi beberapa matriks yang ukurannya lebih kecil dengan mema-

sukkan garis horizontal dan vertikal antara baris dan kolom matriks. Matriks-

matriks yang ukurannya kecil hasil partisi matriks disebut sub matriks.

2.3. Matriks Permutasi

Matriks permutasi terkait dengan matriks identitas yaitu matriks yang diperoleh

dengan cara menukarkan baris-baris pada matriks identitas. Hal ini didefinisikan

sebagai berikut.

Definisi 2.11. [5] Misalkan σ adalah suatu permutasi. Didefinisikan matriks per-

mutasi P (σ) = [δi,σ(j)], dimana, δi,σ(j) =

{
1, jika i = σ(j)

0, jika i 6= σ(j)
, sedemikian sehingga

entij(P (σ)) = δi,σ(j).



28 Azizah Aulia, dkk

3. Pembahasan

Unsur dari grup G = {Ak = [aij ]|i, j = 1, 2, 3, 4, k = 1, 2, · · · , 32} dengan matriks

Ak adalah sebagai berikut:

A1 =


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 , A2 =


−1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1

 , A3 =


i 0 0 0

0 −i 0 0

0 0 i 0

0 0 0 −i

 , A4 =


−i 0 0 0

0 i 0 0

0 0 −i 0

0 0 0 i

 ,

A5 =


0 1 0 0

−1 0 0 0

0 0 0 1

0 0 −1 0

 , A6 =


0 −1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 −1

0 0 1 0

 , A7 =


0 i 0 0

i 0 0 0

0 0 0 i

0 0 i 0

 , A8 =


0 −i 0 0

−i 0 0 0

0 0 0 −i
0 0 −i 0

 ,

A9 =


i 0 0 0

0 i 0 0

0 0 −i 0

0 0 0 −i

 , A10 =


−i 0 0 0

0 −i 0 0

0 0 i 0

0 0 0 i

 , A11 =


−1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 −1

 , A12 =


1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 1

 ,

A13 =


0 i 0 0

−i 0 0 0

0 0 0 −i
0 0 i 0

 , A14 =


0 −i 0 0

i 0 0 0

0 0 0 i

0 0 −i 0

 , A15 =


0 −1 0 0

−1 0 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0

 , A16 =


0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 −1

0 0 −1 0

 ,

A17 =


0 0 1 0

0 0 0 1

−1 0 0 0

0 −1 0 0

 , A18 =


0 0 −1 0

0 0 0 −1

1 0 0 0

0 1 0 0

 , A19 =


0 0 i 0

0 0 0 −i
−i 0 0 0

0 i 0 0

 , A20 =


0 0 −i 0

0 0 0 i

i 0 0 0

0 −i 0 0

 ,

A21 =


0 0 0 1

0 0 −1 0

0 −1 0 0

1 0 0 0

 , A22 =


0 0 0 −1

0 0 1 0

0 1 0 0

−1 0 0 0

 , A23 =


0 0 0 i

0 0 i 0

0 −i 0 1

−i 0 0 0

 , A24 =


0 0 0 −i
0 0 −i 0

0 i 0 0

i 0 0 0

 ,

A25 =


0 0 i 0

0 0 0 i

i 0 0 0

0 i 0 0

 , A26 =


0 0 −i 0

0 0 0 −i
−i 0 0 0

0 −i 0 0

 , A27 =


0 0 −1 0

0 0 0 1

−1 0 0 0

0 1 0 0

 , A28 =


0 0 1 0

0 0 0 −1

1 0 0 0

0 −1 0 0

 ,

A29 =


0 0 0 i

0 0 −i 0

0 i 0 0

−i 0 0 0

 , A30 =


0 0 0 −i
0 0 i 0

0 −i 0 0

i 0 0 0

 , A31 =


0 0 0 −1

0 0 −1 0

0 −1 0 0

−1 0 0 0

 , A32 =


0 0 0 1

0 0 1 0

0 1 0 0

1 0 0 0

 .

Matriks-matriks permutasi yang akan digunakan dalam penelitian ini dengan
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matriks Mi adalah sebagai berikut:

M1 =

[
PA QB

C D

]
,M2 =

[
PA B

QC D

]
,M3 =

[
PA B

C QD

]
,M4 =

[
QA PB

C D

]
,

M5 =

[
A PB

QC D

]
,M6 =

[
A PB

C QD

]
,M7 =

[
QA B

PC D

]
,M8 =

[
A QB

PC D

]
,

M9 =

[
A B

PC QD

]
,M10 =

[
QA B

C PD

]
,M11 =

[
A QB

C PD

]
,M12 =

[
A B

QC PD

]
,

dengan A,B,C,D merupakan submatriks berukuran 2 × 2 hasil partisi dari Ak,

matriks P =

[
1 0

0 1

]
dan matriks Q =

[
0 1

1 0

]
.

Teorema 3.1. Misalkan Ak ∈ G, maka AkAk
T = Ak

TAk untuk setiap Ak ∈ G.

Bukti. Pembuktian teorema di atas akan dibagi dalam beberapa kasus, yaitu se-

bagai berikut.

Kasus 1. Akan dibuktikan bahwa Teorema 3.1 berlaku untuk matriks Ak ∈ G yang

simetris.

Ambil sebarang matriks Ak ∈ G yang simetris.

Berdasarkan Definisi 2.5, jika Ak matriks simetris, maka Ak = Ak
T .

Perhatikan bahwa:

Ak ·AkT = Ak ·Ak
= Ak

T ·Ak.

Jadi terbukti bahwa AkAk
T = Ak

TAk untuk matriks Ak ∈ G yang simetris.

Kasus 2. Akan dibuktikan bahwa Teorema 3.1 berlaku untuk matriks Ak yang

tidak simetris.

Ambil sebarang matriks Ak ∈ G yang tidak simetris.

Karena Ak = [aij ] matriks tidak simetris, maka Ak
T = [−aij ], untuk i = 1, 2, 3, 4

dan j = 1, 2, 3, 4

Perhatikan bahwa:

Ak ·AkT = [aij ] · [−aij ]

= [

n∑
k=1

aik · −akj ]

= [

n∑
k=1

− (aik) · akj ]

= [−aij ] · [aij ]
= Ak

T ·Ak.

Jadi terbukti bahwa AkAk
T = Ak

TAk untuk matriks Ak ∈ G yang tidak simetris.

Berdasarkan kasus 1 dan kasus 2, terbukti untuk setiap Ak ∈ G, maka AkAk
T =

Ak
TAk .
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Teorema 3.2. Misalkan X,Y ∈ G, maka XY T = XTY untuk setiap X,Y ∈ G,

dengan syarat X dan Y keduanya matriks simetris atau X dan Y keduanya matriks

tidak simetris.

Bukti. Pembuktian Teorema 3.2 dibagi menjadi beberapa kasus berikut.

Kasus 1. Akan dibuktikan Teorema 3.2 berlaku untuk matriks X simetri dan

matriks Y simetris.

Berdasarkan Definisi 2.5, jika X matriks simetris, maka X = XT .

Berdasarkan Definisi 2.5, jika Y matriks simetris, maka Y = Y T .

Perhatikan bahwa :

X · Y T = XT · Y T

= XT · Y.

Jadi terbukti bahwa XY T = XTY untuk matriks X dan Y keduanya matriks

simetris.

Kasus 2. Akan dibuktikan Teorema 3.2 berlaku untuk matriks X tidak simetris

dan Y tidak simetris.

Ambil sebarang matriks X ∈ G yang tidak simetris, dan matriks Y ∈ G yang tidak

simetris.

Jika matriks X tidak simetris, maka XT = −X = −[xij ], untuk i = 1, 2, 3, 4 dan

j = 1, 2, 3, 4

Jika matriks Y tidak simetris, maka Y T = −Y = −[yij ], untuk i = 1, 2, 3, 4 dan

j = 1, 2, 3, 4

Perhatikan bahwa :

X · Y T = [xij ] · −[yij ]

= [

n∑
k=1

xik · −ykj ]

= [−
n∑
k=1

xik · ykj ]

= −[

n∑
k=1

xik · ykj ] (3.1)

XT · Y = −[xij ] · [yij ]

= [

n∑
k=1

− xik · ykj ]

= [−
n∑
k=1

xik · ykj ]

= −[

n∑
k=1

xik · ykj ] (3.2)
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Berdasarkan persamaan-persamaan di atas, karena persamaan (3.1) sama dengan

persamaan (3.2), maka terbukti bahwa XY T = XTY untuk matriks X dan Y

keduanya matriks tidak simetris.

Berdasarkan kasus 1 dan kasus 2, maka terbukti XY T = XTY untuk setiap

X,Y ∈ G, dengan syarat X dan Y keduanya matriks simetris atau X dan Y

keduanya matriks tidak simetris.

Teorema 3.3. Misalkan

X =


A11 0 · · · 0

A21 A22 · · · 0
...

...
. . .

...

An1 An2 · · · Ann

 dan Y =


A11 A21 · · · An1
0 A22 · · · An2
...

...
. . .

...

0 0 · · · Ann



dimana Aij dengan i = 1, 2, · · · , n dan j = 1, 2, · · · , n adalah matriks-matriks di

G, maka XTX = Y Y T dengan syarat Aij adalah matriks simetris atau Aij adalah

matriks tidak simetris.

Bukti. Ambil sebarang matriks Aij ∈ G.

Matriks X =


A11 0 · · · 0

A21 A22 · · · 0
...

...
. . .

...

An1 An2 · · · Ann

, maka XT =


A11

T A21
T · · · An1T

0 A22
T · · · An2T

...
...

. . .
...

0 0 · · · AnnT

,

XTX =


A11

T A21
T · · · An1T

0 A22
T · · · An2T

...
...

. . .
...

0 0 · · · AnnT



A11 0 · · · 0

A21 A22 · · · 0
...

...
. . .

...

An1 An2 · · · Ann



=


A11

TA11 +A21
TA21 + . . .+An1

TAn1 A21
TA22 + . . .+An1

TAn2 · · · An1TAnn
A22

TA21 + . . .+An2
TAn1 A22

TA22 + . . .+An2
TAn2 · · · An2TAnn

...
...

. . .
...

Ann
TAn1 Ann

TAn2 · · · AnnTAnn

 .

Matriks Y =


A11 A21 · · · An1
0 A22 · · · An2
...

...
. . .

...

0 0 · · · Ann

, maka Y T =


A11

T 0 · · · 0

A21
T A22

T · · · 0
...

...
. . .

...

An1
T An2

T · · · AnnT

,
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Y Y T =


A11 A21 · · · An1
0 A22 · · · An2
...

...
. . .

...

0 0 · · · Ann



A11

T 0 · · · 0

A21
T A22

T · · · 0
...

...
. . .

...

An1
T An2

T · · · AnnT



=


A11A11

T +A21A21
T + . . .+An1An1

T A21A22
T + . . .+An1An2

T · · · An1AnnT

A22A21
T + . . .+An2An1

T A22A22
T + . . .+An2An2

T · · · An2AnnT
...

...
. . .

...

AnnAn1
T AnnTAn2

T · · · AnnAnnT

 .
Perhatikan bahwa berdasarkan Teorema 3.1 dan Teorema 3.2

XTX =


A11

TA11 +A21
TA21 + . . .+An1

TAn1 A21
TA22 + . . .+An1

TAn2 · · · An1TAnn
A22

TA21 + . . .+An2
TAn1 A22

TA22 + . . .+An2
TAn2 · · · An2TAnn

...
...

. . .
...

Ann
TAn1 Ann

TAn2 · · · AnnTAnn



=


A11A11

T +A21A21
T + . . .+An1An1

T A21A22
T + . . .+An1An2

T · · · An1AnnT

A22A21
T + . . .+An2An1

T A22A22
T + . . .+An2An2

T · · · An2AnnT
...

...
. . .

...

AnnAn1
T AnnTAn2

T · · · AnnAnnT


= Y Y T .

Berdasarkan pembuktian di atas, maka terbukti bahwa apabila

X =


A11 0 · · · 0

A21 A22 · · · 0
...

...
. . .

...

An1 An2 · · · Ann

 dan Y =


A11 A21 · · · An1
0 A22 · · · An2
...

...
. . .

...

0 0 · · · Ann


dimana Aij dengan i = 1, 2, · · · , n dan j = 1, 2, · · · , n adalah matriks-matriks di

G, maka XTX = Y Y T dengan syarat Aij adalah matriks simetris atau Aij adalah

matriks tidak simetris.

4. Kesimpulan

Sifat-sifat yang muncul pada pengolahan unsur-unsur matriks suatu grup G =

{Ak = [aij ]|i, j = 1, 2, 3, 4, k = 1, 2, · · · , 32} dengan melibatkan matriks partisi dan

matriks permutasi serta dengan memperhatikan sifat matriks simetris dan matriks

tidak simetris adalah sebagai berikut :

(1) Untuk setiap matriks Ak ∈ G, yaitu Ak =

[
A B

C D

]
, A,B,C,D merupakan

submatriks berukuran 2× 2 dari Ak. Dan untuk setiap matriks permutasi Mi,

i = 1, 2, · · · , 12 dengan matriks P =

[
1 0

0 1

]
dan matriks Q =

[
0 1

1 0

]
, maka jika
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matriks Q =

[
0 1

1 0

]
bertemu dengan submatriks dari Ak = [0] maka matriks

Mi = Ak.

(2) Matriks permutasi M4 = M7 = M10, M1 = M8 = M11, M2 = M5 = M12, dan

M3 = M6 = M9.

(3) Untuk setiap Ak ∈ G, berlaku AkAk
T = Ak

TAk.

(4) Untuk setiap X,Y ∈ G, berlaku XY T = XTY dengan syarat X dan Y kedu-

anya matriks simetris atau X dan Y keduanya matriks tidak simetris.

(5) Jika dibentuk matriks segitiga bawah X dengan entri-entrinya adalah matriks-

matriks dari G, dan dibentuk matriks segitiga atas Y dengan entri-entrinya

adalah matriks-matriks dari G dengan syarat Aij = Aji untuk i = 1, 2, · · · , n
dan j = 1, 2, · · · , n maka berlaku XTX = Y Y T dengan syarat semua matriks

yang merupakan entri dari X dan Y adalah matriks simetris atau semua matriks

yang merupakan entri dari A dan B adalah matriks tidak simetris.
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