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Abstrak. Grup dari representasi grup quaternion dan hasil kali Kronecker memiliki
32 unsur matriks. Tulisan ini akan membahas tentang sifat-sifat yang diperoleh dari
pengolahan unsur-unsur matriks suatu grup dari representasi grup quternion dan hasil
kali Kronecker. Sifat-sifat ini terkait dengan matriks partisi dan matriks permutasi, serta
dengan memperhatikan sifat matriks simetris dan matriks tidak simetris.

Kata Kunci: Sifat-sifat Matriks, Matriks Partisi, Matriks Permutasi, Matriks Simetris,
Matriks Tidak Simetris

1. Pendahuluan

Matriks adalah jajaran empat persegi panjang dari bilangan-bilangan. Bilangan-
bilangan dalam jajaran tersebut disebut entri dari matriks [1].

Pada tahun 2018, Yanita, dkk [6] mengkaji suatu grup berdasarkan definisi grup
quaternion dan diperoleh suatu grup dari representasi grup quaternion dan hasil
kali Kronecker tersebut. Grup tersebut adalah G = {Ay = [a;;]|¢,5 = 1,2,3,4,k =
1,2,--+,32} yang memiliki 32 unsur matriks yang dicantumkan pada halaman 3.
Tulisan ini akan membahas sifat-sifat yang muncul dari pengolahan unsur-unsur
matriks dari grup tersebut dengan melibatkan matriks partisi dan matriks permu-
tasi serta dengan memperhatikan sifat matriks simetris dan matriks tidak simetris.

2. Tinjauan Pustaka
2.1. Teori Matriks

Definisi 2.1. [1] Matriks adalah jajaran empat persegi panjang dari bilangan-
bilangan. Bilangan-bilangan dalam jajaran disebut entri dari matriks.

Definisi 2.2. [2] Suatu matriks yang memiliki baris dan kolom yang sama dino-
tasikan dengan Ay xn, disebut matriks bujursangkar atau matriks kuadrat.
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Definisi 2.3. [1] Sebuah matriks yang seluruh entrinya adalah bilangan nol disebut
matriks nol yang distimbolkan dengan 0.

Definisi 2.4. [1] Matriks identitas adalah matriks bujursangkar dengan bilangan 1
pada diagonal utamanya dan 0 pada entri-entri lainnya.

Definisi 2.5. [4] Jika A adalah matriks kuadrat atau bujursangkar dan berlaku
A= AT maka A disebut matriks simetris.

Definisi 2.6. [3] Misalkan A adalah matriks berukuran n x n (bujursangkar atau
matriks kuadrat). A dikatakan matriks segitiga atas jika a;; = 0 untuk i > j. A
dikatakan matriks segitiga bawah jika a;; = 0 untuk i < j. A dikatakan matriks
diagonal jika a;; = 0 untuk i # j, sehingga A dikatakan matriks segitiga atas dan
segitiga bawah.

Definisi 2.7. [1] Dua matriks adalah setara jika keduanya memiliki ukuran yang
sama dan entri-entri yang bersesuaian adalah sama.

Definisi 2.8. [1] Jika A dan B adalah matriks-matriks dengan ukuran yang sama,
maka jumlah A+ B adalah matriks yang diperoleh dengan menjumlahkan entri-entri
pada B dengan entri-entri yang bersesuaian pada A dan selisih A— B adalah matriks
yang diperoleh dengan mengurangkan entri-entri pada A dengan entri-entri yang
bersesuaian pada B. Matriks dengan ukuran yang berbeda tidak dapat dijumlahkan
atau dikurangkan.

Definisi 2.9. [1] Jika A adalah matriks m x n dan B adalah matriks n x r maka
hasilkali AB adalah matriks m X r yang entri-entrinya ditentukan sebagai berikut.
Untuk mencari entri pada baris i dan kolom j dari AB, pisahkan baris i dari matriks
A dan kolom j dari matriks B. Kalikan entri-entri yang bersesuaian dari baris dan
kolom tersebut, dan kemudian jumlahkan hasil yang diperoleh.

2.2. Matriks Partisi

Definisi 2.10. [/] Matriks blok atau matriks partisi adalah matriks yang dipartisi
atau diblok menjadi beberapa matriks yang ukurannya lebih kecil dengan mema-
sukkan garis horizontal dan vertikal antara baris dan kolom matriks. Matriks-
matriks yang ukurannya kecil hasil partisi matriks disebut sub matriks.

2.3. Matriks Permutast

Matriks permutasi terkait dengan matriks identitas yaitu matriks yang diperoleh
dengan cara menukarkan baris-baris pada matriks identitas. Hal ini didefinisikan
sebagai berikut.

Definisi 2.11. [5] Misalkan o adalah suatu permutasi. Didefinisikan matriks per-
1, jika i=0(j)

- , sedemikian sehingga
0, jika i # o(j)

mutasi P(0) = [0; »(j], dimana, §; 5(;) = {

entij (P(O')) = 51 a(4)-

)



28 Azizah Aulia, dkk

3. Pembahasan

Unsur dari grup G = {4y = [a4]]i, ]

Ay adalah sebagai berikut:

1000 10 0 0 i 000 —i0 00
0100 0 -1 0 0 030 0 0i00
A= 0010 Az = 0 0 -10 A = 000 A 00—i0]|’

0001 00 0 —1 100 0—i 000 7|
T0100 0-10 0 7 r0400 0 -0 0]
1000 1000 i000 0 0 0
A= o001 looo-1]"*  |oooi|"* |0 0 0 i
L0 0-10 0010 | (0070 00 —i0 |
i00 0 ~i 000 ~100 0 10 00
A _|0i0 0 0 —i00 _jo100| , _|o-100
T loo—io0o | o oo™ o010 | oo —10
000 —i L0 003 000—1 00 01
0i00 0-i 00 0 -100 010 0
—i00 0 i 0 00 ~1000 100 0
A= 4 00 A= 109 g |s 0 001]| "1 00 0 —1
00i0 00 —i0 0 010 00-1 0
T0 0107 00 -1 07 T00i 07 00 —i0
0 001 000 —1 000 —i 00 03
A= 000 s = 100 0 1o = —i00 0 Az = i0 00
L 0 —100 010 0 L 0400 | 0-i 00
00 0 17 "0 00—17 [0 0047 00 0 —i
00 —10 0010 0 0i0 00—i 0
An=to o002 o100 |0 01" |oio o
(10 0 0] | —-100 0 | —i 0 00] Li0 0 0
r00i 0 00 —i 0] "0 0-10 0010
000 00 0 —i 0001 000-1
A2 = 9o A2 00 0T 100 0|4 1000
0400 0 -0 0 L0100 0-10 0
T000 4 000 —i 0 0 0 —1 0001
00—i0 004i0 0 0 —10 0010
Ao =10 000" o000 "M =010 0| 0100
—i0 00 i 000 10 0 0 1000

=1,2,3,4,k=1,2,-

-, 32} dengan matriks

Matriks-matriks permutasi yang akan digunakan dalam penelitian ini dengan
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matriks M; adalah sebagai berikut:

M, [PAQB ’M2:{PAB}7M3:[PA B}7M4:[QAPB}’

¢ D | QC D C QD C D
v _ | A PB],, _[APB _[QAB [ A QB
" |lec p "7 |cop|""" T |PCD|'® T |PC D |

[4A B QA B [4@QB [A B
Mo = | PC QD | » Mio = { c PD] M = {c PD}  Miz = [QC PD]’

dengan A, B,C, D merupakan submatriks berukuran 2 x 2 hasil partisi dari Ay,

. 10 . 01
matriks P = [0 J dan matriks Q = L 0}.

Teorema 3.1. Misalkan Ay, € G, maka AL AT = AT Ay untuk setiap Ay, € G.

Bukti. Pembuktian teorema di atas akan dibagi dalam beberapa kasus, yaitu se-
bagai berikut.

Kasus 1. Akan dibuktikan bahwa Teorema 3.1 berlaku untuk matriks A, € G yang
simetris.

Ambil sebarang matriks Ay € G yang simetris.

Berdasarkan Definisi 2.5, jika Ay matriks simetris, maka Ay = 4,7

Perhatikan bahwa:

Ay - AT = A - Ay
= AT A

Jadi terbukti bahwa Ap AT = A.T Aj untuk matriks A, € G yang simetris.
Kasus 2. Akan dibuktikan bahwa Teorema 3.1 berlaku untuk matriks Ay yang
tidak simetris.

Ambil sebarang matriks Ay € G yang tidak simetris.

Karena Ay = [a;;] matriks tidak simetris, maka A" = [—a;;], untuk i = 1,2,3,4
dan j =1,2,3,4

Perhatikan bahwa:

Ag - AT = Jag] - [—aij)
=D air - —ax]
k=1

n

=D — (@) - ax]

k=1
= [—ai] - [ay]
= A" Ay

Jadi terbukti bahwa A, AxT = A,T Aj untuk matriks Ay € G yang tidak simetris.
Berdasarkan kasus 1 dan kasus 2, terbukti untuk setiap Ay € G, maka A, AT =
AkTAk . O
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Teorema 3.2. Misalkan X,Y € G, maka XYT = XTY untuk setiap X,Y € G,
dengan syarat X danY keduanya matriks simetris atau X dan'Y keduanya matriks
tidak simetris.

Bukti. Pembuktian Teorema 3.2 dibagi menjadi beberapa kasus berikut.

Kasus 1. Akan dibuktikan Teorema 3.2 berlaku untuk matriks X simetri dan
matriks Y simetris.

Berdasarkan Definisi 2.5, jika X matriks simetris, maka X = X7T.

Berdasarkan Definisi 2.5, jika Y matriks simetris, maka Y = Y7T.

Perhatikan bahwa :

X-yT=xT.yT
=XxT.v.

Jadi terbukti bahwa XY7 = XTY untuk matriks X dan Y keduanya matriks
simetris.

Kasus 2. Akan dibuktikan Teorema 3.2 berlaku untuk matriks X tidak simetris
dan Y tidak simetris.

Ambil sebarang matriks X € G yang tidak simetris, dan matriks Y € G yang tidak

simetris.

Jika matriks X tidak simetris, maka X7 = —X = —[z;;], untuk ¢ = 1,2,3,4 dan
7=1,23,4

Jika matriks Y tidak simetris, maka Y7 = —Y = —[y;;], untuk i = 1,2,3,4 dan
7=1,23,4

Perhatikan bahwa :

X-YT = [wy] -~y
= [szk "= Y]
k=1

[*Z%‘k “ Yy
k=1

—[ink “ Yk (3.1)
k=1

X'y = —[ﬂ%‘j] : [yij}

n

= [Z — Tik 'ykj]

= [—ZIik “ Y]
k=1

= —> min - s (3.2)
k=1
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Berdasarkan persamaan-persamaan di atas, karena persamaan (3.1) sama dengan
persamaan (3.2), maka terbukti bahwa XY7 = X7Y untuk matriks X dan Y
keduanya matriks tidak simetris.

Berdasarkan kasus 1 dan kasus 2, maka terbukti XY”7 = XTY untuk setiap
XY € G, dengan syarat X dan Y keduanya matriks simetris atau X dan Y
keduanya matriks tidak simetris. O

Teorema 3.3. Misalkan

A11 0O --- 0 All A21 Anl
Ay Agy -+ 0 0 Az -+ Apa
=0 . . . . dan¥ =1 . .
dimana A;; dengan i = 1,2,--- ,n dan j = 1,2,--- ,n adalah matriks-matriks di

G, maka XTX =YYT dengan syarat A;; adalah matriks simetris atau A;; adalah
matriks tidak simetris.

Bukti. Ambil sebarang matriks 4;; € G.

A11 0O --- 0 AllT A21T e Aan
Agp Agp -+ 0 0 Apl - AT
Matriks X = . L , maka X7 = . . . ,
Anl An2 T Ann 0 0 e AnnT
(A" A" A" TA 0 -+ 0
0 Ag” oo A" | | Az Agg oo 0
XT'X = ) . . . . .
L 0 0 e AnnT Anl An2 e Ann
(A" A+ A" Ast + o+ AT A Aoy Ao+ o+ AT Ans - AT Ans
ApoT Aoy ...+ AT A A" Agg + ..+ A2 Az - Ana" Ay,
L AnnTAnl A'rmTAnQ e AnnTAnn
Ay Az - A Ap™ 0 -0
0 Azp -+ Apo An™ A" -0
Matriks Y = . L ,maka YT = . L . ,

0 0o - Arm Aan AnZT o AnnT
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[ A1 Aoq -+ A Ap™ 0 -0
vy T 0 Ay -+ Ao An™ A" o0
0 0 --- Ann Aan An2T e AnnT

Perhatikan bahwa berdasarkan Teorema 3.1 dan Teorema 3.2

[ANALT 4+ Agi AT + o+ A AT AgiAgy™ + .+ A At - A AT
Agg AT+ .+ App AT AggAge™ + .+ Apa A o ApaApn”

AnnAan AnnTAnQT o AnnAnnT

(AT A+ AT Ao+ 4+ AT A AT Ago + o+ AT A -+ AT A
- ApoT Ao + ...+ A" Ay AggT Agg + ..o+ Apa Ay -+ Apa Apn,
X' X = . . . .
L AnnTAnl AnnTAn2 e AnnTAnn i
[ANALT + Ag Ay ™ .+ AnlAan AgAge 4.+ AnlAnQT s AnlAnnT i
App A ™ + ...+ An2An1T Agp Ao 4 ...+ AnZAnQT s AnQAnnT
L AnnAan AnnTAn2T e AnnAnnT

=YYT.

Berdasarkan pembuktian di atas, maka terbukti bahwa apabila

A 0 - 0 A Aoy -+ Apg
Ag1 Agz -+ 0 0 Ay - Apz
X = . . dan Y = . L .
Anl An2 T Ann 0 o - Ann
dimana A;; dengan ¢ = 1,2,--- ,n dan j = 1,2,--- ,n adalah matriks-matriks di
G, maka XTX =YY7T dengan syarat A;; adalah matriks simetris atau 4;; adalah
matriks tidak simetris. O

4. Kesimpulan

Sifat-sifat yang muncul pada pengolahan unsur-unsur matriks suatu grup G =
{A; =[a;]li,j =1,2,3,4,k =1,2,--- ,32} dengan melibatkan matriks partisi dan
matriks permutasi serta dengan memperhatikan sifat matriks simetris dan matriks
tidak simetris adalah sebagai berikut :

AB
CD
submatriks berukuran 2 x 2 dari Ai. Dan untuk setiap matriks permutasi M;,

i1=1,2,---,12 dengan matriks P = Ll) ﬂ dan matriks QQ = {(1) (1)}, maka jika

(1) Untuk setiap matriks Ay € G, yaitu Ay = { } A, B,C, D merupakan
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. 01
matriks Q = [1 0
Matriks permutasi My = M7 = Mo, My, = Mg = My1, My = Ms = M5, dan
Untuk setiap A € G, berlaku A, AT = AT Ay
Untuk setiap X,Y € G, berlaku XY7 = X7Y dengan syarat X dan Y kedu-

anya matriks simetris atau X dan Y keduanya matriks tidak simetris.

] bertemu dengan submatriks dari A = [0] maka matriks

Jika dibentuk matriks segitiga bawah X dengan entri-entrinya adalah matriks-
matriks dari G, dan dibentuk matriks segitiga atas Y dengan entri-entrinya
adalah matriks-matriks dari G dengan syarat A;; = Aj; untuk ¢ = 1,2,---,n
dan j = 1,2,--- ,n maka berlaku X7X = YY7T dengan syarat semua matriks
yang merupakan entri dari X dan Y adalah matriks simetris atau semua matriks
yang merupakan entri dari A dan B adalah matriks tidak simetris.
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