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Abstrak. Dalam makalah ini dikaji kestabilan model Lotka- Volterra yang dipengaruhi
oleh faktor imigrasi.

Kata Kunci: Model Lotka-Volterra, Ketabilan titik tetap, Imigrasi

1. Pendahuluan

Diberikan model Lotka-Volterra sebagai berikut :

dz

% = rT —azy,

(1.1)
d
a = by —my,

dimana z(t) adalah populasi mangsa, y(t) adalah populasi pemangsa dan r,a,b,m
adalah konstanta positif. Jika terjadi imigrasi pada lingkungan dimana pemangsa
dan mangsa berada, maka model (1.1) dapat diubah menjadi:

dx

S = ro—azxy + C(x)

(1.2)

% = bzy — my + D(y),

dimana:
C(z) = Fungsi imigrasi pada populasi mangsa
D(y) = Fungsi imigrasi pada populasi pemangsa.

Secara sederhana titik tetap (z7,x3) dari sistem (1.2) untuk n = 2 dikatakan
stabil jika kurva solusi (trayektori) yang berawal dari (zo1,xo2), yang pada mu-
lanya dekat dengan titik tetap tersebut, maka dengan berlalunya waktu kurva solusi
tersebut senantiasa dekat dengan titik tetap. Suatu titik tetap (z7,z3) dari sistem
(1.2) untuk n = 2 dikatakan stabil asimtotik jika sistem tersebut stabil dan den-
gan berlalunya waktu, trajektori tersebut semakin dekat(bergerak menuju) ke titik
tetap itu (lim oo (21(t), 22(t)) = (27, 23)).
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2. Pembahasan

Beberapa kemungkinan fungsi imigrasi adalah sebagai berikut.

(1) Cz) =c¢,c >0,

(2) Clz) =£,¢>0,2#0,
(3) (y)=dd>0

(4) D(y) = 4,d> 0,y #0,
dimana

¢ = jumlah imigran dari populasi mangsa
d = jumlah imigran dari populasi pemangsa
= proporsi imigran dari populasi mangsa
= proporsi imigran dari populasi pemangsa
Dalam makalah ini akan dikaji empat kasus yang mungkin terjadi pada model
(1.2), yaitu:
Kasus 1. C(z) = ¢, D(y) =0.
Kasus ini bermakna bahwa ada sebanyak ¢ imigran mangsa dan tidak ada imigran
pemangsa, sehingga persamaan (1.2) menjadi :

< g |0

da

g =T —axy+c

(2.1)
dy

2 = bry —my.

Titik tetap untuk sistem (2.1) adalah (zf,y7) = (—E,O) dan (z3,y3) =
r

m be + mr
b’ ma '
Nilai eigen dari J (—f,O) adalah
b
A =7 dan Ag = fﬂ. (2.2)
r

Ingat bahwa r, ¢, m, b adalah positif, sehingga titip tetap ( 0) adalah tidak stabil.
Nilai eigen dari J (m M) adalah

b’ ma

-7+ V72 —4A

M= —"7—"—

2
dengan 7 = % dan A = mr + be.
Kasus 2. C(z) =0, D(y) = d.
Kasus ini bermakna bahwa tidak ada imigran mangsa dan ada sebanyak d imigran
pemangsa, sehingga persamaan (1.2) menjadi :

dx

=TT —ary

%:bxy—my—&—d.

d
Titik tetap untuk sistem (2.3) adalah (z7,y;) = (0,) dan (x3,y3) =
m

rm — ad r
b a)
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Nilai eigen dari J (0, %) adalah

—(m—r+9)+\/(m+r—2)?
2

A2 = (2.4)

dimana A; = (r — 24) dan Ay = —m.
Jika % > r maka nilai eigen \; dan Ay adalah bilangan riil negatif, sehingga titik
tetap (O7 %) adalah stabil. Jika %‘i < r maka nilai eigen A\; dan Ay adalah bilangan
riil berlawanan tanda, sehingga titik tetap (0, %) adalah tidak stabil.

Nilai eigen dari J (Tm_ad 5) adalah

br ’a
—T V72 —4A
2

)\172:

dengan 7 = aTd dan A = mr — ad.
Perhatikan dua sub-kasus berikut.
Kasus 2a. (72 — 4A) < 0.
Dalam kasus ini nilai eigen A\; dan Ay adalah bilangan imajiner, sehingga titik tetap
(Tmb;ad, 2) stabil jika o > 0 dan tidak stabil jika a < 0, dimana o = ‘21—‘: dan

8= \/’L:Td; —mr + ad.

Kasus 2b. (72 —4A) > 0.

Dalam kasus ini jika 7 < /72 —4A, maka nilai eigen A; dan A\, adalah bilan-
gan riil berbeda tanda, sehingga titik tetap (%, 2) adalah tidak stabil. Jika
T > /72 — 4/, maka nilai eigen A\; dan A2 adalah bilangan riil negatif, sehingga
titik tetap (Tm*ad z) adalah stabil.

br a

Kasus 3. C(z) = £, D(y) = 0.
Kasus ini bermakna bahwa ada proporsi imigran dari populasi mangsa dan tidak
ada imigran dari populasi pemangsa, sehingga persamaan (1.2) menjadi :

‘;—f =re—ary+ 5
(2.5)
%’ = bxy — my.
. . v b c+m?2r
Titik tetap untuk sistem (2.5) adalah (27,y]) = (’g, el B

b2 2
Nilai eigen dari J (Tg, ‘;;Z”) adalah
\ —T VT2 —4A
2= o5
2

dengan 1 = 2:,’;0 dan A = 7b20t{”2’".
Perhatikan dua sub-asus berikut.
Kasus 3a. (72 — 4A) < 0.

Dalam kasus ini nilai eigen A\; dan A5 adalah bilangan imajiner, sehingga titik tetap

b2 2 ,
(7}, c—i—zmr) stabil jika a > 0 dan tidak stabil jika o < 0, dimana o = % dan
m2a
8= b;f —%—mr.
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Kasus 3b. (72 — 4A) > 0.
Dalam kasus ini jika 7 < v/72 — 4A, maka nilai eigen A\; dan \s adalah bilangan

.. . . m bPe+mir . I

riil berbeda tanda, sehingga titik tetap | 7', ———— | adalah tidak stabil. Jika
m2a

T > /72 —4A, maka nilai eigen A\; dan A, adalah bilangan riil negatif, sehingga

b2 2
titik tetap <’Z, c+2m?"> adalah stabil.
m2a

Kasus 4. C(z) =0,D(y) = %.
Kasus ini bermakna bahwa tidak ada imigran mangsa dan ada proporsi imigran
dari populasi pemangsa, sehingga persamaan (1.2) menjadi :

dx

9 =TT —avy

(2.6)

d
d—?é:bxy—my—i—%.

Titik tetap untuk sistem (2.6) adalah (z7,y7) = (O’iﬂ/;i) dan (x3,y3) =
(Tmeazd r)

r2b va ) *
Nilai eigen dari J (0, A/ i) adalah

AL =r—ay/ 4 A2 = —2m (2.7)
m

Jika a4/ 7% > r maka nilai eigen A\; dan Ay adalah bilangan riil negatif, sehingga titik
tetap <O, 1/%) adalah stabil. Jika a4/ % < r maka nilai eigen A; dan A, adalah

bilangan riil berlawanan tanda, sehingga titik tetap (0, A/ i) adalah tidak stabil.

Nilai eigen dari J (O, —4/ i) adalah
d
M =T+ay — A2 = —2m (2.8)
m

Ingat bahwa r, a, d, m adalah positif, maka diperoleh A\; dan Ay adalah bilangan riil
yang berlawanan tanda, sehingga titip tetap (O, —1/ i) adalah tidak stabil.

Nilai eigen dari J (M, 5) adalah

7‘2
—7 V72 —4A

A2 = 5

dengan 7 = 2‘;zd dan A = @.
Perhatikan dua kasus berikut.
Kasus 4a. (72 — 4A) < 0.

Dalam kasus ini nilai eigen A\; dan Ay adalah bilangan imajiner, sehingga titik tetap
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r2b

(M g) stabil jika o > 0 dan tidak stabil jika o < 0, dimana o = % dan

_ —a%d? _ a2%d
8= P mr .

Kasus 4b. (72 — 4A) > 0.
Dalam kasus ini jika 7 < v/72 — 4A, maka nilai eigen A\; dan \s adalah bilangan

riil berbeda tanda, sehingga titik tetap (% 5) adalah tidak stabil. Jika 7 >

’a

V72 —4A, maka nilai eigen A; dan A\, adalah bilangan riil negatif, sehingga titik
tetap (%, g) adalah stabil.

Berikut adalah gambar potret fase untuk keempat kasus diatas, dengan x(0) =
5,9(0) =5, =0.1,a = 0.1,b=0.3,m = 0.2,¢c = 0.01,d = 0.01 dimana (72 —4A) <
0.
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Gambar 3.5.1: C(xz) =¢,D(y) =0 Gambar 3.5.2: C(x) = ¢/z,D(y) =0
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Gambar 3.5.3: C(z) =0,D(y) =d Gambar 3.5.4: C(z) =0,D(y) =d/y
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3. Kesimpulan

Telah dilakukan analisis terhadap (1.2), model tersebut memuat faktor imigrasi.
Dalam model (1.2) terdapat empat kasus yang mungkin terjadi, yaitu:

(1) Cx) = ¢, D(y) = 0,
(2) C(x) = 0,D(y) = d.
(3) Clx) = £,D(y) = 0,
(4) Clx) = 0,D(y) = .

Dari keempat kasus tersebut didapatkan delapan titik tetap, dengan perincian se-
bagai berikut.

(1) Untuk C(z) = ¢,D(y) = 0, titik tetap (,%’0) tidak stabil dan titik tetap
(m bc+mr> stabil.
ma

b )
d —ad
(2) Untuk C(z) =0, D(y) = d, titik tetap (O, ) dan (rmba’ T) stabil.
m r a

b2 2
,D(y) = 0, titik tetap <’Z %) stabil.

(3) Untuk C(z) =

C
€T

20 2
(4) Untuk C(z) =0,D(y) = g.titik tetap (0, \/i) dan <rmad7 2) stabil,

r2b
. dy . .
titik tetap | 0, —y/ — | tidak stabil.
m
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