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Abstrak. Grup solvable merupakan suatu grup yang mempunyai barisan subgrup nor-
mal dan grup faktor yang terjadi pada unsur dibarisan tersebut adalah grup abelian.
Tulisan ini akan membahas sifat-sifat grup solvable yaitu jika suatu grup yang sol-vable,
maka subgrup dan grup faktor tersebut juga solvable. Jika suatu subgrup dan grup faktor
yang solvable, maka grup tersebut juga solvable.

Kata Kunci: Grup, Gubgrup, Gubgrup normal, Grup Faktor, Grup Solvable

1. Pendahuluan

Dalam teori aljabar abstrak dikenal adanya teori tentang grup, dimana grup meru-
pakan suatu himpunan tak kosong yang dilengkapi dengan suatu operasi biner yang
memenuhi aksioma-aksioma, seperti bersifat tertutup, bersifat asosiatif, memiliki
unsur identitas dan memiliki unsur invers(balikan). Sedangkan, subgrup merupakan
suatu himpunan bagian tak kosong dari grup dengan operasi biner yang sama de-
ngan grup tersebut.

Sifat grup solvable memerlukan definisi subgrup normal dimana subgrup normal
merupakan subgrup N dari G yang memenuhi sifat bahwa untuk setiap n € N
dan g € G, maka berlaku gNg~! € N. Sifat ini dapat juga dijelaskan dengan
menggunakan koset dari N di G, yaitu N merupakan subgrup normal jika koset
kiri dari N di G sama dengan koset kanan N di G (atau aN = Na,Va € G).

2. Landasan Teori

2.1. Grup dan Subgrup

Definisi 2.1. [5] Suatu himpunan tidak kosong G dikatakan suatu grup jika pada
G dapat didefinisikan suatu operasi biner, ditulis * sedemikian sehingga:

(1) a,b € G berlaku a b € G. (Sifat Tertutup).

(2) Jika a,b,c € G maka a* (b*c) = (a=*b)xc. (Sifat Asosiatif).

(3) Terdapat suatu unsur e € G sedemikian sehingga a*e = e xa = a untuk semua
a € G (e dikatakan identitas atau suatu unsur di G).
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(4) Untuk setiap a € G, terdapat suatu unsur b € G sedemikian sehingga a x b =
bxa=e. (Dapat ditulis unsur b menjadi a=' disebut invers dari a di G).

Definisi 2.2. [5] Suatu grup G dikatakan abelian jika a *xb = b a untuk semua
a,beq.

Definisi 2.3. [5] Suatu himpunan bagian tak kosong H dari suatu grup G dikatakan
subgrup dari G, jika dengan operasi biner yang sama dengan G maka H juga mem-
bentuk grup.

Lema 2.4. [1] Suatu himpunan bagian tak kosong H dari suatu grup G dikatakan
subgrup dari G, jika dan hanya jika:

(1) Untuk setiap a,b € H berlaku ab € H.
(2) Untuk setiap a € H berlaku a=* € H.

2.2. Koset

Definisi 2.5. [2] Misalkan G suatu grup dan H suatu subgrup dari G, maka untuk
setiap a € G:

Ha={ halh € H } dan aH = { ahlh € H }
adalah koset kanan dari H oleh a dan koset kiri dari H oleh a.
Lema 2.6. [2] Misalkan H subgrup dari G, maka :

(1) Ho= Hb <> ab~' € H.
(2) aH =bH < b lac H.

2.3. Subgrup Normal

Definisi 2.7. [1] Suatu subgrup N dari G dikatakan subgrup normal dari G jika
untuk setiap g € G dan n € N berlaku gng= € N.

Lema 2.8. [1] Suatu subgrup N adalah subgrup normal dari G jika dan hanya jika
gNg~' = N untuk setiap g € G.

Lema 2.9. [1] Subgrup N dari G adalah subgrup normal dari G jika dan hanya
jika setiap koset kiri dari N di G adalah koset kanan dari N di G.

Berdasarkan soal 36 pada [5] diperoleh jika H subgrup dari G dan K subgrup
normal dari G maka H N K subgrup normal dari H.

2.4. Grup Faktor

Teorema 2.10. [1] Misalkan H subgrup dari grup G, maka perkalian koset kiri
terdefinisi dengan baik dengan persamaan

(aH)(bH) = (ab)H
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jika dan hanya jika koset kirt dan koset kanan sama, sedemikian sehingga aH = Ha
untuk semua a € G.

Akibat 2.11. [8] Misalkan H subgrup dari G dengan koset kiri dari H sama de-
ngan koset kanan dari H, maka koset — koset dari H membentuk grup G/H =
{aH|a € G} terhadap grup dengan operasi biner (aH)(bH) = (ab)H.

Definisi 2.12. [3] Suatu grup G/H pada Akibat 2.11 adalah grup faktor dari G
modulo H .

2.5. Isomorfisma

Definisi 2.13. [5] Misalkan G, G’ suatu grup, maka pemetaan ¢ : G — G
dikatakan homomorfisma jika p(ab) = ¢(a)e(b) untuk semua a,b € G.

Definisi 2.14. [5] Image dari ¢, ©(G), yaitu o(G) = {p(a)la € G}.

Definisi 2.15. [5] Jika ¢ adalah homomorfisma dari G ke G, maka kernel dari ©,
Kernel o, didefinisikan dengan Ker(p) = {a € Glp(a) = ¢ }.

Definisi 2.16. [3] Suatu homomorfisma ¢ : G — G satu-satu disebut monomor-
fisma jika dan hanya jika Ker(p) = {e}.

Definisi 2.17. [3] Suatu homomorfisma dari G pada G’ disebut epimorfisma jika
dan hanya jika ©|G] = G .
Definisi 2.18. [2] Suatu homomorfisma ¢ : G — G disebut isomorfisma jika ¢
monomorfisma dan ¢ epimorfisma.

Lema 2.19. [1] Jika ¢ adalah homomorfisma dari G ke G dengan kernel K, maka
K adalah subgrup normal dari G.

Teorema 2.20. (Teorema Pertama Isomorfisma) [5] Misalkan ¢ suatu homo-
morfisma dari G pada G dengan kernel K, maka G = G/K, isomorfisma dengan
mengakibatkan pemetaan ¢ : G/ K — G, didefinisikan dengan Y(Ka) = (a).

Teorema 2.21. (Teorema Kedua Isomorfisma) [5] Misalkan H subgrup dari
G dan N subgrup normal dari G, maka HN = {hn|h € H,n € N} adalah subgrup
dari G, HN N adalah subgrup normal dari H, H/(HNN) = (HN)/N.

Teorema 2.22. (Teorema Ketiga Isomorfisma) [5] Misalkan ¢ : G — G
suatu homomorfisma dengan Ker(p) = K, dan misalkan N’ subgrup normal dari
G, dimana N = {a € Glp(a) € N'}, maka G/N = G /N'. Secara ekivalen,
G/N =2 (G/K)/(N/K).

3. Pembahasan
3.1. Sifat Grup Solvable

Definisi 3.1. [4] Suatu grup G dikatakan grup solvable jika G mempunyai barisan
subgrup yaitu:

{e}ZHQCH1CH2C"'CHk:G,
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dimana, untuk setiap 0 < © < k, H; adalah subgrup normal dari H;y1 dan grup
faktor H; 1/ H; adalah grup abelian.

Teorema 3.2. [2] Jika G solvable, dan H subgrup dari G, maka H solvable.

Bukti. Diketahui G solvable dan H subgrup dari GG, maka G mempunyai barisan
subgrup, yaitu:

{6}:KOCK1CK2C"'CKn:G,

dimana, untuk setiap 0 < i < n, K; adalah subgrup normal dari K;;; dan grup fak-
tor K;41/K; adalah grup abelian. Akan ditunjukkan H solvable, dengan membentuk
suatu barisan K; N H dari H, yaitu:

{G}ZKomHCKlmHCKQQHC"'CKan:H,

dimana, untuk setiap 0 < i < n, K;NH subgrup normal dari K;; N H, berdasarkan
soal 36 pada [5]. Selanjutnya, bentuk grup faktor (K;1 N H)/(K; N H) adalah grup
abelian, sehingga barisan subgrup normal terhadap H, yaitu:

{e}=KonHCK i NHCKy;ynHC:---CK,NH=H,

dimana, untuk setiap 0 < i < n, K; N H adalah subgrup normal dari K;;1 N H dan
grup faktor (K;41 N H)/(K; N H) adalah grup abelian. Dengan demikian barisan
subgrup H solvable. O

Teorema 3.3. [4] Misalkan G solvable maka G/N solvable.

Bukti. Diketahui G solvable, dimana barisan subgrup dari G, yaitu:
{e}:HOCchHQC"'CHk:G,

dimana, untuk setiap 0 < ¢ < k, H; adalah subgrup normal dari H;;; dan grup
faktor H;+1/H; adalah grup abelian. Akan ditunjukkan G/N solvable berarti ter-
dapat suatu barisan dari G/N yang memenuhi definisi solvable dengan memben-
tuk barisan H;N/N dan menunjukkan barisan H; N/N untuk setiap 0 < i < k
memenuhi definisi solvable, yaitu dengan menunjukkan:

(1) Akan ditunjukkan H;N/N subgrup normal dari H;;1 N/N.

(il) H;N # 0.
(iii) Untuk setiap a,b € H;N berlaku ab € H;N.
(iv) Untuk setiap a € H;N berlaku a=! € H;N.
(b(i) H;N/N C H;;1N/N.
i) H;N/N # 0.
i) Untuk setiap a,b € H;N/N berlaku ab € H;N/N.
)

X
(
(
(i) Untuk setiap a € H; N/N berlaku = € H;N/N.
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(¢) Akan ditunjukkan H;N subgrup normal dari H;y; N. Ambil sebarang g €
H, 1N dan x € H;N dimana x = hijn; untuk suatu hy € H; dan n; € N
maka berlaku gag~! € H;N. Perhatikan bahwa :

gag™! = ghinig™t, (G solvable maka H; subgrup normal dari H,;1),
= ghienig™",
= ghlg_lgnlg_l, (9 € H;11 N dan H;;q dan N normal),
= hg’ﬂg, (h2n2 S HzN)
Dengan demikian H; N subgrup normal dari H; {1 N.

(d) Akan ditunjukkan H;N/N subgrup normal dari H;;1N/N. Ambil sebarang
g € H;x1N/N dan a € H;N/N dimana a = xN maka berlaku gag~' €
H;N/N. Perhatikan bahwa:

gag~' = gzNg™',
=gaxg 'N,
=yN, (y € H;N).
Dengan demikian H;N/N subgrup normal dari H; 1 N/N. Oleh karena, H;

dan N subgrup normal maka diperoleh H;N/N terdapat barisan subgrup
dari H;N/N pada G/N, yaitu:

{e} = HyN/N c HiN/N C HyN/N C --- C HyN/N = G/N,
dimana, untuk setiap 0 < ¢ < k, H;N/N adalah subgrup normal dari
H; 1 N/N.

(2) Akan ditunjukkan grup faktor (H,11N/N)/(H;N/N) adalah grup abelian. Per-
hatikan bahwa:
H;N = {any|a € H;,ny € N},
H;y1N = {bnz|b€ H;y1,n2 € N},
H; 1N/H;N = {an1H;N|an; € H; ;1 N},
={aHn1N|a € Hi11,n1 € N},
= {aH;Nl|a € Hi11}.

Misal s,t € H;+1N/N dimana s = aH;N dan ¢t = bH; N, sehingga :

st =aH;NbH;N,
= NaH;bH;N,
= NbH;aH;N,
=bH;NaH;N,
=1s.
Oleh karena st = ts maka H; 11 N/H;N adalah grup abelian, sehingga berdasarkan

Teorema 2.21 (H;+1N/N)/(H;N/N) = H;11N/H;N adalah juga grup abelian. De-
ngan demikian barisan subgrup G/N solvable. O
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Teorema 3.4. [4] Misalkan N subgrup normal dari G. Jika N dan G/N solvable
maka G solvable.

Bukti. Diketahui N solvable dimana barisan subgrup dari IV, yaitu:
{e}zNOCNl CNyC---C N =N,

dimana, untuk setiap 0 < ¢ < t, N; adalah subgrup normal dari N;;; dan grup
faktor N;11/N; adalah grup abelian. Selanjutnya, diketahui G/N solvable dimana
barisan subgrup dari G/N, yaitu:

{N}=Hy/N CH/NCH;/NC---CH;/N=G/N,

dimana, untuk setiap 0 < j < s, H;/N adalah subgrup normal dari H;i,/N
dan grup faktor (H;4+1/N)/(H;/N) adalah grup abelian, sehingga dapat dibentuk
barisan subgrup dari G, yaitu:

{G}ZN()CNlCNQC"'CNt:HoCHlCHQC"'CHSZG.

dimana, untuk setiap 0 < i < ¢, N; adalah subgrup normal dari N;;; dan grup fak-
tor N,41/N; adalah grup abelian. Selanjutnya, untuk setiap 0 < j < s, H; adalah
subgrup normal dari H;y; dan grup faktor (H;41/N)/(H;/N) = (Hjt+1)/(Hj)
sehingga (H;y1)/(H;) adalah grup abelian berdasarkan Teorema 2.21. Dengan
demikian barisan subgrup G solvable O

4. Kesimpulan

Berdasarkan pembahasan tentang beberapa sifat yang berkaitan dengan grup solv-
able, dimana grup solvable merupakan suatu grup yang mempunyai barisan sub-
grup normal dan setiap grup faktor yang terjadi pada unsur dibarisan adalah grup
abelian, maka:

(1) Jika suatu grup yang solvable maka subgrup dan grup faktor tersebut juga
solvable.

(2) Jika suatu subgrup dan grup faktor yang solvable, maka grup tersebut juga
solvable.
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