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Abstrak. Grup dari representasi grup quaternion dan hasilkali Kronecker memiliki
banyak subgrup. Setiap grup maupun subgrup dapat dibentuk dalam bentuk presen-
tasi grup. Dalam tulisan ini akan membahas presentasi grup sejati dari representasi grup
quaternion dan hasilkali Kronecker. Presentasi grup adalah suatu cara mendefinisikan
grup dengan menggunakan generator dan relasi. Subgrup yang terdapat pada grup dari
representasi grup quaternion dan hasilkali Kronecker akan dikelompokkan berdasarkan
kesamaan perkalian unsur pada tabel perkalian grup, setelah itu akan dibentuk pre-
sentasi subgrup dengan memperhatikan sifat dari masing-masing unsur dalam subgrup
tersebut. Pada penelitian ini diperoleh sebanyak delapan kesamaan kelompok subgrup
berdasarkan kesamaan perkalian unsur pada tabel perkalian grup. Hal ini mengakibatkan
terdapat sebanyak delapan presentasi subgrup berdasarkan kelompok yang telah diper-
oleh.

Kata Kunci: Grup dari Representasi Grup Quaternion dan Hasil kali Kronecker, Pre-
sentasi grup

1. Pendahuluan

Grup adalah suatu himpunan tak kosong yang dilengkapi dengan suatu operasi
yang memenuhi sifat asosiatif, memiliki unsur satuan, dan memiliki balikan(invers).
Sedangkan, subgrup adalah subhimpunan atau himpunan bagian dari suatu grup
dengan operasi biner yang sama dengan grup tersebut dan memiliki balikan pada
subgrup itu sendiri. Setiap grup dan subgrup dapat dibentuk dalam bentuk presen-
tasi grup. Presentasi grup adalah himpunan relasi yang harus dipenuhi oleh unsur
pembangun grup, yang menggambarkan isi dari grup berdasarkan relasi dan unsur
pembangunnya.

Salah satu sistem matematika yang memenubhi sifat-sifat grup yaitu grup quater-
nion. Grup quaternion adalah grup tak komutatif berorde delapan yang didefinisi-
kan dari unsur quaternion yang ditemukan oleh Sir Wiliam Hamilton pada tahun
1843 [9]. Pada tahun 2018, Yanita, dkk [2] mengkaji suatu grup berdasarkan definisi
grup quaternion di atas dan diperoleh grup dari representasi grup quaternion dan
hasilkali Kronecker tersebut. Representasi adalah suatu homomorfisma grup dari
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G ke suatu grup dari matriks berukuran n x n yang memiliki invers [8]. Hasilkali
Kronecker adalah suatu operasi matriks yang disimbolkan dengan ® dan didefinisi-
kan dengan A ® B = [a;; B] dimana A adalah matriks berukuran m x n, B adalah
matriks berukuran p x ¢ dan A ® B adalah matriks berukuran mp x ng [6]. Grup
ini merupakan grup berorde 32 dan memiliki subgrup-subgrup berorde dua, empat,
delapan dan enam belas. Tulisan ini akan membahas tentang presentasi subgrup
sejati dari representasi grup quaternion dan hasilkali Kronecker.

2. Tinjauan Pustaka
2.1. Grup

Definisi 2.1. [1] Suatu grup yang ditulis (G, %), dimana G adalah suatu himpunan
dan * adalah operasi biner pada G memenuhi aturan berikut :

(1) (axb)xc = ax(bxc) untuk setiap unsura,b,c € G (Dengan kata lain x asosiatif ).

(2) Terdapat suatu unsur e di G yang memenuhi a x e = e x a = a untuk semua
unsur a di G. (e disebut identitas dari G).

(3) Untuk setiap a € G, terdapat unsur a=! di G yang memenuhi axa™! = a=txa =
e. (a=t disebut invers dari a).

Selanjutnya untuk memudahkan, penulisan a * b ditulis sebagai ab.

Definisi 2.2. [1] Grup G dikatakan abelian atau komutatif jika ab = ba untuk setiap
a,beq.

Untuk suatu grup G berhingga, orde dari G disebut sebagai kardinalitas dari G
dan disimbolkan dengan o(G) atau |G| [4]. Pada grup G, bentuk a” (a € G,n € Z)
didefinisikan sebagai berikut:

1 , jilka n=0
n aa---aaq , jika n>0
—_——
sebanyak n
()7t | jika n<0
Operasi a™ disini bergantung pada operasi biner yang ada pada grup.

Definisi 2.3. [1] Misalkan G suatu grup. Suatu subhimpunan H dari G adalah
subgrup dari G jika H adalah bukan himpunan kosong dan H tertutup terhadap
operasi dan inversnya (dengan kata lain x,y € H berarti x=' € H dan vy € H.
Jika H adalah subgrup dari G ditulis H < G.

Proposisi 2.4. [1] Suatu subhimpunan H dari suatu grup G adalah subgrup jika
dan hanya jika :

(1) H#0 dan
(2) Untuk setiap x,y € H berlaku xy~' € H.

Misalkan G suatu grup, dimana unsur identitas adalah subgrup trivial dan grup
G itu sendiri adalah subgrup pada grup G yang disebut subgrup tak sejati, sedang-
kan subgrup-subgrup lainnya disebut subgrup sejati.
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2.2. Matriks

Definisi 2.5. [7] Matriks didefinisikan sebagai susunan persegi panjang dari
bilangan-bilangan yang diatur dalam barisan-barisan dan kolom-kolom.

Matriks ditulis sebagai berikut :

a11 ai2 - Qin
21 A22 -+ QA2n
m1 Gm2 *** Amn

Urutan di atas disebut matriks m x n karena memiliki m barisan dan n kolom.
Sebagai aturan kurung siku [], kurung () atau bentuk || || digunakan untuk mengu-
rungi aturan persegi panjang dari bilangan-bilangan [7].

Definisi 2.6. [7] Jika diberikan sebuah matriks A berukuran m x n dan sebuah
matriks B berukuran n X r, hasilkali AB didefinisikan sebagai matriks C berukuran
m X 1T yang unsurnya dihitung dari elemen-elemen A, B menurut

Cij = E aikbkj,?::1,2,"',771,].:1,2,"'77"-
1<k<n

2.3. Grup dari Representasi Grup Quaternion dan Hasilkali
Kronecker

Grup dari representasi grup quaternion dan hasilkali Kronecker dipe-roleh dengan
mengaplikasikan hasilkali Kronecker pada unsur-unsur dari grup quaternion yang
direpresentasikan dalam bentuk matriks. Grup ini merupakan grup berorde 32 de-
ngan unsur-unsurnya adalah sebagai berikut :[4]
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0100 0 -10 0 0-i0 0 0i 00
A=to010] =100 10" Jooio "™ | 000
10001 00 0 —1] 100 0—i 000 7]
T0100 0-10 0 r0400 0 —i 0 07
-1000 1000 i000 —i0 00
A= 0o001]" looo-1]|" 4" |oooi| ™ 000 —il|’
L 0 0-10 0010 | 10040 00 —i0 |
(500 07 5 0 007 100 0 7 10 0 0]
0i 0 0 0 —i00 0100 0-100
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Berikut adalah subgrup dari representasi grup quaternion dan hasilkali Kro-

necker.

(1) Subgrup berorde 1.

(2) Subgrup berode 2.
Hl = {A17 A2}a

HO = {Al}

H2 - {A17A11}3 H3 - {A17A12}; H4 - {A17A13}3
H5 = {A17A14}3 H6 = {A17A15}) H7 = {A17A16}; H8 = {AlvAIQ};

H9 = {AlvAQO}; Hlo = {A1)A21}7 Hll = {A1)A22}7 H12 = {A1;A23}7
Hiz = {A1, Aoa}, Hia = {A1, Aoz}, His = {A1, Asg}, Hig = {41, A},
Hi7 = {A1,Aso}, Hig = {A1, As1}, Hig = {A1, Aso}

(3) Subgrup berorde 4.
H20 = {A17 AQ, A3; A4};

H21 - {Alv AQa A5a AG};

H22 - {Alv A27 A7a AS};

Hays = {A1, Az, Ag, Ao}, Hoy = {A1, Az, A1, Ara}, Hos = {A1, Ag, A1, Ava},
Hays = {A1, Az, A5, Asg}, Hor = {A1, A, Ai7, A1g}, Hog = {A1, Az, Arg, Ao},
Hag = {A1, Ag, Agy, Ago}, Hag = {A1, Ag, Aoz, Aos}, H3y = {A1, Az, Ags, Asg},
Hso = {A1, Ag, Ay, Agg}, Hag = {A1, Ag, Agg, Aso}, Has = {A1, Az, A31, Asa}.

(4) Subgrup berorde 8.

H35 = {A17 AZ; A3a A47A57 A67 A77 A8}7

Hss = {A1, Ag, A7, Ag, Agy, Agg, Agg, A3},
Hse = {A1, Az, Az, Ay, Ag, Aro, A1, Ar2}, Hsa = {A1, Az, Ag, Ao, Ar7, A1, Aos, Ags },
Hgyr = {A1, As, A3, Ay, Ars, Ava, Ais, Are}, Hss = {A1, Aa, Ay, Avo, Arg, Asg, Aoz, Ass},
Hsg = {A1, Ag, Az, Ay, A1y, Aig, Arg, Ao}, Hsg = {A1, Az, Ag, Avg, A1, Azz, Azg, Aso},
Hsg = {A1, Az, Az, Ay, Agy, Aga, Aoz, Aos}, Hsr = {A1, A, Ag, Avg, Ags, Ao, As1, Asa },
Hyy = {A1, As, A3, Ay, Ags, Asg, Ao7, Aog}, Hsg = {A1, A, A11A1a, Ai7, Ars, Aoz, Asg},



132  Rozi Fauzi dkk.

Hy = {A1, As, A3, Ay, Agg, Asg, Az1, Asa}, Hsg = {A1, Aa, A11A12, Arg, Aso, Ass, Ass}s
Hyp = {A1, Az, A5, Ag, Ag, Aro, A13, A1a}, Heo = {A1, AsAi1, A2, Agr, AsaAsi, Asa b,
Hys = {A1, A, A5, Ag, A11, A12, Ais, Ars}, Her = {A1, A A1, Ava, Aoz, AsgAsg, Aso},
Hyy = {A1, A, A5, Ag, A17, A1s, A1, Asa}, Heo = { A1, A Aig, Ay, Ar7, A1gAsg, Aso},
Hys = {A1, As, As, Ag, Arg, Aog, Ags, Aoy}, Heg = { A1, AsAis, Ay, Arg, AspAsi, Asa},
Hy = {A1, As, As, Ag, Ags, Aog, Agg, Ao}, Hey = {A1, A Aig, Ay, Ao, AsaAgs, Ao},
Hyr = {A1, As, As, Ag, Ag7, Aog, Az1, Asa}, Hes = { A1, A Aig, Ay, Aoz, Aoy Agr, Aog},
Hyug = {A1, As, A7, Ag, Ag, Ao, A15, A6}, Hee = {A1, AsAis, Avs, Ar7, A1gAsi, Asa},
Hyg = {A1, Az, A7, Ag, A1y, Avg, Ars, Avs}, Her = {Ar, Ao Ays, Avs, Arg, AapAzg, Aso},
Hso = {A1, As, A7, Ag, Au7, Aig, Aos, Aou}, Hes = {A1, AsAss, Aig, A1, Asa Aoz, Ass},
Hsy = {A1, As, A7, Ag, Arg, Aog, A1, Ao}, Heg = {A1, Ao Ays, Avs, Az, AosAgs, Ao},
Hsy = {Ay1, A, A7, Ag, Ags, Agg, A3, Asa}.

(5) Subgrup berorde 16.

Hqo = {A1, Ay Az, Ay, As, As A7, Ag, Ag, A10A11, A1z, A1z, A14Ars, Ass
Hqy = {A1, A2 A3z, Ay, As, Ag A7, Ag, Ar7, A1g Avg, Ao, Az, Azo Aoz, Asal,
Hyo = {A1, A2 A3, Ay, A5, A Az, Ag, Ags Ags, A, Agg, Aag Az, As1, Asa},
Hyz = {Ay, A2 A5, Ag, Ag, A10A13, Ara, A17Ais, A1, Azz, Aas Asg, Asg, Aso}-

(6) Subgrup berorde 32.
H74 =G.

2.4. Relast

Definisi 2.7. [5] Misalkan A dan B adalah himpunan. Himpunan Ax B = {(a,b) |
a € A,b € B} disebut hasilkali kartesian dari himpunan A dan B.

Definisi 2.8. [5] Misalkan A dan B adalah himpunan. Relasi R pada A dan B
adalah himpunan bagian dari hasilkali kartesian A x B.

Kasus yang paling banyak ditemui dalam pembelajaran mengenai relasi adalah
ketika himpunan A = B sehingga relasi R pada A adalah himpunan bagian dari
hasilkali kartesian A x A.

Definisi 2.9. [5] Misalkan A adalah himpunan dan R adalah relasi pada A. R
dikatakan refleksif jika untuk setiap a € A, (a,a) € R.

Definisi 2.10. [5] Misalkan A adalah himpunan dan R adalah relasi pada A. R
dikatakan simetris jika untuk setiap a,b € A, (b,a) € R bilamana (a,b) € R.

Definisi 2.11. [5] Misalkan A adalah himpunan dan R adalah relasi pada A. R
dikatakan transitif jika untuk setiap a,b,c € A, (a,c) € R bilamana (a,b) € R dan
(b,c) € R.

Definisi 2.12. [5] Misalkan A adalah himpunan dan R adalah relasi pada A. R
dikatakan relasi ekivalen jika R memenuhi refleksif, simetris, dan transitif.
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Definisi 2.13. [5] Misalkan A adalah himpunan dan R adalah relasi pada A. Kelas
ekivalen dari A yang memuat a dinotasikan sebagai [a] yang didefinisikan sebagai
himpunan [a] = {b € A| (a,b) € R}.

3. Pembahasan

3.1. Presentasi Grup

Definisi 3.1. [3] Misalkan X = {z1,x2, - ,x,} adalah suatu himpunan dan invers
dari X, ditulis X' = {a7 x5t - 2} dan simbol X+ bermakna X U X~

) n

Suatu word W pada X*' adalah suatu barisan yang berbentuk x5'a5? - -+ xo" 7' atn,

dengann > 0,x;, € X dane; =+1,0=1,2,--- ,n.

Misalkan W = z7'25? - - - ;"' 5", panjang dari W adalah bilangan n dan dis-
imbolkan dengan |W| = n. Jika |W| = 0 maka word W dikatakan empty word
atau trivial word dan disimbolkan dengan ”1”. Jelaslah bahwa |W| = |[W~!| dan

[WiWa| = [Wy| + [Wa.

Definisi 3.2. Dua buah word U dan W dikatakan ekivalen secara bebas, jika word
W dapat diperoleh dari U dengan sejumlah berhingga operasi penambahan dan/
atau penghapusan pasangan x;'z; ', x; € X,e; = £1. Jika U dan W ekivalen
secara bebas, maka disimbolkan dengan U ~ W.

Teorema 3.3. [10] Misalkan F(X) himpunan kelas ekivalensi dari word yang relatif
pada X berdasarkan relasi ~, maka F(X) adalah grup dengan [V],[W] € F(X)
berlaku operasi biner [V][W] = [VWV]

Misalkan G adalah grup. Jika pada G didefinisikan suatu himpunan X seperti
yang terdapat pada Definisi 3.1 dan terdapat satu atau beberapa word pada X*!
yang sama dengan empty word yang dinamakan himpunan relator dan disimbolkan
dengan R (R adalah himpunan word-word pada X*! yang sama dengan empty
word), maka sistem (X | R) disebut sebagai presentasi dari G, dan biasanya ditulis
dengan G = (X | R), dimana X adalah himpunan generator pada G.

3.2. Presentasi Subgrup dari Representasi Grup Quaternion dan
Hastlkali Kronecker

Kelompok-kelompok subgrup berdasarkan kesamaan perkalian unsur pada tabel
perkalian grup.

(1) Subgrup Hy, Ho, H3, Hy, Hs, Hg, H7, Hg, Hg, H1o, H11, H12, H13, H14, His5,
Hi¢, Hi7, H1g, H19 dengan presentasi subgrup

P ={(a]a®=c¢).
(2) Subgrup Hsg, Ha1, Hoo, Has, Ho7, H31 dengan presentasi subgrup
Py = (b|b*=e).

(3) Subgrup H24, H25, Hgﬁ, Hgg, Hgg, ]{307 H32, H33, H34 dengan presentasi subgrup
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Py =(bc|V?=c?=e¢,).
(4) Subgrup Hjss, Hs4 dengan presentasi subgrup
Py=(bd|b*=e,b?=d? db=bd").

(5) Hsy, Hzg, Hy1, Hy3, Hys, Hyr, Hyg, Hsy1, Hs3, Hss, Hse, Hs7, Hsg, Hsg, Hea,
Hgy, Heg, Hgg dengan presentasi subgrup

Ps = (b,d|b* = d? = e,db = bd1).
(6) Subgrup Hse, Hss, Hao, Ha2, Hya, Hae, Hys, Hs0, Hs2 dengan presentasi subgrup
Ps = (b,d | b* = e,b? = d2db = bd).
(7) Subgrup Heo, He1, Hes, Hes, He7, Hes dengan presentasi subgrup
P; = (a,b,d | a®> = b*> = d*> = e, abd = bda).
(8) Subgrup Hrg, Hy1, Hro, H7s dengan presentasi subgrup

Py = (i,k,m | i* = k? = m? = e,mki = ikm™!).

4. Kesimpulan

Presentasi-presentasi subgrup yang diperoleh memiliki tiga tipe dalam banyak unsur
pada generatornya yaitu presentasi subgrup yang memiliki generator berunsur 1,
2 dan 3. Adapun presentasi subgrup yang memiliki satu unsur pada generatornya
adalah P; dan P,. Presentasi yang diperoleh ini juga memenuhi definisi dari suatu
grup yaitu grup siklik. Grup siklik adalah grup yang dibangun oleh satu unsur a
pada generator dengan relator nya adalah word a™ dengan banyak unsur dalam
grup adalah sebanyak n unsur.

Presentasi subgrup yang memiliki dua unsur pada generatornya adalah Ps, Py,
P5; dan FPgs. Presentasi P3 dan P, adalah presentasi dari subgrup berorde empat
dan delapan yang mana subgrup ini adalah subgrup abelian. Presentasi P; adalah
presentasi yang memenuhi sifat grup quaternion, sedangkan presentasi Ps adalah
presentasi yang memenubhi sifat grup dehidral yaitu Dg. Grup dehidral adalah grup
yang dibangun oleh dua unsur a,b pada gene-ratornya dengan relatornya adalah
word a”,b? dan dbdb~—!. Notasi grup ini adalah D,,, dengan banyak unsur sebanyak
2n.

Presentasi subgrup yang memiliki tiga unsur pada generatornya adalah P; dan
P;. Presentasi P; adalah presentasi subgrup berorde 8 yang abelian dan Py adalah
presentasi subgrup berorde 16.
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