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Abstrak. Misalkan [0, 1] ⊆ R suatu himpunan tak kosong, A adalah suatu sigma al-
jabar dan µ adalah ukuran pada [0, 1]. Misalkan ([0, 1],A, µ) adalah ruang ukuran yang

memiliki sekurang-kurangnya n subhimpunan yang saling lepas dengan ukuran positif.

Tulisan ini bertujuan menunjukkan ruang Lebesgue Lp([0, 1],A, µ), untuk 1 ≤ p < ∞
dapat dilengkapi dengan norm-2 sehingga Lp([0, 1],A, µ) merupakan ruang norm-2.

Kata Kunci : Ukuran, Norm-2

1. Pendahuluan

Misalkan X suatu himpunan tak kosong, A adalah suatu sigma aljabar dan µ

adalah ukuran pada X. Misalkan (X A, µ) adalah ruang ukuran yang memiliki

sekurang-kurangnya n subhimpunan yang saling lepas dengan ukuran positif. Ruang

Lp(X,A, µ), 1 ≤ p <∞, adalah ruang kelas ekuivalen dari fungsi-fungsi sedemikian

sehingga
∫
X
|f(x)|pdµ(X) <∞. Misalkan fungsional ‖[f ]‖p =

[∫
X
|f(x)|pdµ(X)

]1/p
merupakan suatu norm pada Lp(X,A, µ), maka ruang (Lp(X,A, µ), ‖ · ‖p) meru-

pakan ruang bernorm.

Pada tahun 2015, Ekariani dkk [3] mengkaji ruang Lp(X,A, µ), 1 ≤ p < ∞
sebagai ruang norm-n. Pada penelitian ini akan dibahas kasus khusus dari [3] untuk

n = 2.

2. Landasan Teori

2.1. Teori Ukuran

Definisi 2.1. [8] Misalkan X merupakan suatu himpunan tak kosong dan P(X)

adalah koleksi dari semua subhimpunan pada X. Fungsi µ∗ : P(X)→ [0,∞] disebut

ukuran luar pada X jika

(i) µ∗(∅) = 0.

(ii) µ∗(A) ≤ µ∗(B) jika A ⊆ B ⊆ X.
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(iii) µ∗(
⋃n
n=1An) ≤

∑n
n=1 µ

∗(An), untuk semua barisan (An) dari subhimpunan

X.

Definisi 2.2. [8] Misalkan µ∗ adalah ukuran luar pada himpunan tak kosong X.

Himpunan A ⊆ X disebut terukur pada µ∗, apabila untuk setiap E ⊆ X berlaku

µ∗(E) = µ∗(E ∩A) + µ∗(E ∩Ac).

Definisi 2.3. [8] Misalkan X himpunan tak kosong. Suatu koleksi dari subhim-

punan X yang disimbolkan oleh A disebut sebuah σ-aljabar dari himpunan X, apa-

bila memenuhi:

(i) Terdapat sekurang-kurangnya satu A ⊆ X sehingga memenuhi A ∈ A,

(ii) Jika A ∈ A, maka Ac ∈ A, dimana Ac = X \A, dan

(iii) Jika An ∈ A untuk setiap n ∈ N , maka
⋃
n∈NAn ∈ A .

Pasangan (X,A) dengan X merupakan himpunan tak kosong dan A merupakan

sebuah σ-aljabar disebut suatu ruang terukur.

Definisi 2.4. [8] Misalkan (X,A) adalah suatu ruang terukur. Fungsi µ : A →
[0,∞] disebut ukuran pada (X,A), apabila

(i) µ(∅) = 0.

(ii) µ
(⋃

n∈NAn
)

=
∑
n∈N µ(An), untuk semua barisan (An) dari sejumlah pasang

himpunan saling lepas yang termuat pada A.

Kelompok (X,A, µ) dengan X merupakan himpunan tak kosong, A merupakan

σ-aljabar, dan µ adalah ukuran pada ruang terukur (X,A) disebut ruang ukuran.

Definisi 2.5. [7] Misalkan (X,A, µ) adalah ruang ukuran. Fungsi f : X −→ R
disebut fungsi terukur, jika untuk setiap α ∈ R berlaku himpunan Eα(f) = {x ∈
X : f(x) < α} adalah himpunan terukur.

2.2. Integral Lebesgue

Integral adalah suatu metode yang dapat digunakan untuk menghitung luas daerah

di bawah kurva, salah satunya adalah integral Lebesgue. Pada integral Lebesgue

sering dijumpai integral fungsi sederhana. Misalkan X suatu himpunan tak kosong,

fungsi ψ : X → R disebut fungsi sederhana jika dan hanya jika range fungsi tersebut

hingga atau ψ(X) =

{
a1, · · · , an

}
.

Definisi 2.6. [8] Misalkan E ⊆ X. Fungsi XE : X → R yang didefinisikan sebagai

XE(x) =

{
1 , jika x ∈ E
0 , jika x /∈ E,

disebut fungsi karakteristik dari E.

Definisi 2.7. [8] Suatu fungsi yang terdefinisi pada himpunan tak kosong X adalah

fungsi sederhana pada X, jika range fungsi tersebut himpunan hingga di R.
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Definisi 2.8. [8] Misalkan E1, E2, · · · , Em adalah subhimpunan tak kosong yang

saling lepas, dengan
⋃m
j=1Ej = X, untuk suatu m ∈ N. Fungsi φ : X → R yang

didefinisikan sebagai φ :=
∑m
j=1 κXEj , dengan κ1, κ2, · · · , κm ∈ R, dimana κ1 6=

κ2 6= · · · 6= κm disebut representasi kanonik dari fungsi sederhana φ.

Definisi 2.9. [4] Misalkan X1, X2, · · · , Xn adalah subhimpunan tak kosong, dengan⋃n
i=1Xi = X, untuk suatu n ∈ N. Misalkan ψ adalah fungsi sederhana pada X.

Integral Lebesgue fungsi ψ pada X didefinisikan sebagai berikut∫
X

ψdµ :=

n∑
i=1

aiµ(Xi).

Proposisi 2.10. [7] Misalkan fungsi ϕ dan ψ terdefinisi pada ruang ukuran

(X,A, µ). Maka untuk setiap α dan β berlaku

(i)
∫
X

(αϕ+ βψ) dµ = α
∫
X
ϕdµ+ β

∫
X
ψdµ.

(ii) Jika ϕ ≤ ψ untuk setiap ϕ,ψ ∈ X,
∫
X
ϕdµ ≤

∫
X
ψdµ.

2.3. Ruang Norm-2 dan Ruang Hasil Kali Dalam-2

Definisi 2.11. [2] Suatu himpunan X disebut ruang vektor linier atas lapangan F ,

dengan operasi biner ’+’ dan perkalian skalar ’·’, apabila memenuhi, untuk setiap

f, g, h ∈ X dan r, s ∈ F berlaku

(i) f + g ∈ X,

(ii) Terdapat 0̄ ∈ X, sedemikian sehingga 0̄ + f = f ,

(iii) f + g = g + f ,

(iv) Terdapat −f ∈ X, sedemikian sehingga f + (−f) = 0̄,

(v) f + (g + h) = (f + g) + h,

(vi) r · f ∈ X,

(vii) 1 · f = f ,

(viii) r · (f + g) = r · f + r · g,

(ix) (r + s) · f = r · f + s · f , dan

(x) (rs) · f = r · (sf).

Dengan perkalian skalar r.f disingkat menjadi rf untuk setiap r ∈ F dan f ∈ X.

Definisi 2.12. [6] Misalkan X adalah suatu ruang vektor linier dengan dimensi

d ≥ 2. Fungsi ‖·, ·‖ : X x X → R disebut norm−2 pada X, apabila f, g, h ∈ X dan

α ∈ R memenuhi syarat :

(i) ‖f, h‖ ≥ 0 dan ‖f, h‖ = 0 jika dan hanya jika f dan h bergantung linier,

(ii) ‖f, h‖ = ‖h, f‖,
(iii) ‖αf, h‖ = |α| ‖f, h‖, dan

(iv) ‖f + h, g‖ ≤ ‖f, g‖+ ‖h, g‖.

Pasangan (X, ‖·, ·‖) dengan X merupakan ruang vektor linier dan ‖·, ·‖ meru-

pakan norm− 2 pada X disebut ruang norm− 2.
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2.4. Ruang LP (X,A, µ)

Untuk selanjutnya, misalkan (X,A, µ) adalah ruang ukuran, dan notasi |f(x)| di-

singkat menjadi |f |.

Definisi 2.13. [8] Misalkan 1 ≤ p < +∞, ruang Lp(X,A, µ) adalah himpunan dari

semua fungsi-fungsi terukur f : X → R, dengan∫
X

|f |pdµ < +∞.

Dari Definisi ruang L1(X,A, µ) adalah himpunan dari semua fungsi-fungsi yang

teintegralkan pada X terhadap ukuran µ.

Definisi 2.14. [8] Misalkan 1 ≤ p < +∞. Bilangan q disebut konjugat dari p yang

didefinisikan sebagai berikut.

q =

{ p

p− 1
, jika 1 < p < +∞,

+∞, jika p = 1.

Definisi 2.15. [8] Relasi ∼ pada Lp(X,A, µ) didefinisikan sebagai berikut : f1 ∼ f2
apabila f1 = f2 a.e pada X atau dengan kata lain µ({x ∈ X|f1(x) 6= f2(x)}) = 0.

Proposisi 2.16. [8] Relasi ∼ pada Lp(X,A, µ) adalah relasi ekuivalen.

Dari Proposisi 2.16 diatas, relasi ekuivalen ∼ mendefinisikan kelas-kelas ekuiv-

alen. Kelas ekuivalen [f ] dari f ∈ Lp(X,A, µ) adalah himpunan semua f ′ ∈
Lp(X,A, µ) yang ekuivalen dengan f atau [f ] = {f ′ ∈ Lp(X,A, µ) |f ′ ∼ f} .

Proposisi 2.17. [8] Misalkan f1, f2 ∈ Lp(X,A, µ). Maka

(i) [f1] = [f2] jika dan hanya jika f1 ∼ f2 a.e. pada X.

(ii) Jika [f1] ∩ [f2] 6= ∅, maka [f1] = [f2].

Definisi 2.18. [8] Ruang Lebesgue Lp(X,A, µ) = {[f ]|f ∈ Lp(X,A, µ)}.

Definisi 2.19. [8] Penjumlahan dan perkalian skalar pada Lp(X,A, µ) didefinisikan

sebagai berikut. [f1] + [f2] = [f1 + f2], α[f ] = [αf ].

Untuk hal-hal selanjutnya, notasi [f ] ∈ Lp(X,A, µ) disederhanakan menjadi f

tanpa mengurangi makna bahwa f adalah koleksi semua fungsi-fungsi yang berelasi

dengan f sehingga f bukan fungsi tunggal.

2.5. Dasar Ketaksamaan

Teorema 2.20. [5] (Ketaksamaan segitiga) Untuk sebarang segitiga, jumlah dua

sisinya haruslah lebih besar daripada sisi ketiganya.

|a+ b| ≤ |a|+ |b| ∀a, b ∈ R.

Lema 2.21. [7] (Ketaksamaan Young) Misalkan p, q saling konjugat dan a, b ≥
0. Maka berlaku

ab ≤ ap

p
+
bq

q
.
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Teorema 2.22. [4] (Ketaksamaan Cauchy Schwartz) Misalkan (X, 〈·, ·〉) meru-

pakan ruang hasil kali dalam. Untuk setiap f, g ∈ X berlaku sifat

|〈f, g〉| ≤ ‖f‖‖g‖.

Teorema 2.23. [5] (Ketaksamaan Holder) Misalkan p, q saling konjugat, fungsi

f, g adalah fungsi terukur bernilai real pada ruang (X,A, µ), sedemikian sehingga

|f |p dan |g|q teintegral, maka fg terintegralkan dan∫
X

|fg|dµ ≤ ‖f‖p‖g‖q.

Teorema 2.24. [5] (Ketaksamaan Minkowski) Misalkan f, g adalah fungsi

terukur bernilai riil pada ruang (X,A, µ), |f |p dan |g|p teintegral, untuk p ∈ [1,∞).

Maka |f + g|p teintegral dan

‖f + g‖p ≤ ‖f‖p + ‖g‖p.

3. Pembahasan

Pada bab ini akan dibahas Lp([0, 1],A, µ), untuk 1 ≤ p <∞merupakan ruang norm-

2, dengan A merupakan sigma aljabar, dan µ terukur pada ruang terukur ([0, 1],A).

Selanjutnya, penelitian ini juga memverifikasi ruang norm-2 (Lp([0, 1]), ‖., .‖) meru-

pakan ruang hasil kali dalam-2, apabila memenuhi hukum paralelogram untuk ruang

norm-2. Pada penelitian ini definisikan A = {∅, [0, 1]} dan µ : I → [0,∞] meru-

pakan fungsi panjang interval.

3.1. Ruang Vektor Linier Lp([0, 1],A, µ), untuk 1 ≤ p <∞

Pada subbab ini akan ditunjukkan bahwa Lp([0, 1],A, µ), untuk 1 ≤ p <∞ adalah

ruang vektor linier. Sebelum menujukkan Lp([0, 1],A, µ), untuk 1 ≤ p <∞ adalah

ruang vektor linier, akan ditunjukkan terlebih dahulu ruang ([0, 1],A, µ) adalah

ruang ukuran.

Ruang ([0, 1],A, µ) disebut ruang ukuran, apabila interval [0, 1] ⊂ R merupakan

himpunan terukur, A merupakan suatu σ aljabar, dan µ ukuran pada ruang terukur

([0, 1].A).

Himpunan [0, 1] dikatakan himpunan terukur apabila memenuhi Definisi 2.2.

Ambil A = {∅, [0, 1]} merupakan suatu σ aljabar sehingga ([0, 1],A) adalah ruang

terukur. Akibatkan ([0, 1],A, µ) adalah ruang ukuran.

Ruang Lp([0, 1],A, µ) adalah ruang vektor linier apabila memenuhi Defenisi 2.11.

Sebagai bukti ambil f, g ∈ Lp([0, 1],A, µ), dengan fungsi f, g : [0, 1] → R dan

(f + g)(x) = f(x) + g(x) dan (kf)(x) = kf(x).

3.2. Ruang Norm-2 (Lp([0, 1],A, µ), ‖·, ·‖p), untuk 1 ≤ p <∞

Pada subbab ini akan ditunjukkan ruang vektor linier Lp([0, 1],A, µ), untuk 1 ≤ p <
∞ merupakan ruang norm-2. Fungsi ‖·, ·‖p : Lp([0, 1],A, µ) × Lp([0, 1],A, µ) → R,
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untuk 1 ≤ p <∞ didefinisikan sebagai

‖f, h‖p =

1

2

1∫
0

1∫
0

∣∣∣∣∣∣∣∣ f1(x1) f2(x2)

h1(x1) h2(x2)

∣∣∣∣∣∣∣∣p dµ1dµ2

1/p

(3.1)

Akan ditunjukkan ‖·, ·‖p memenuhi sifat (i) s.d. (iv) pada Definisi 2.12 .

Ambil p ∈ [1,∞), c ∈ R dan f, g, h ∈ Lp([0, 1],A, µ) sembarang dengan

f = (f1, f2) = (f1(x1), f2(x2))

g = (g1, g2) = (g1(x1), g2(x2))

h = (h1, h2) = (h1(x1), h2(x2)).

Maka Ruang Lebesgue (Lp([0, 1],A, µ), ‖·, ·‖p), untuk 1 ≤ p < ∞ sebagai ruang

norm-2.

4. Kesimpulan

Berdasarkan hasil yang diperoleh pada Bab III, dapat disimpulkan bahwa

([0, 1],A, µ) merupakan ruang ukuran , Lp([0, 1],A, µ), untuk 1 ≤ p < ∞ adalah

ruang vektor linier, dan fungsi ‖·, ·‖p pada persamaan (3.1) adalah norm-2 pada

Lp([0, 1],A, µ), untuk 1 ≤ p <∞.
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