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Abstrak. Tulisan ini membahas tentang Teorema Sylow. Misalkan G suatu grup dengan
orde hingga, v suatu bilangan bulat positif, dan v membagi orde dari G, yang akan

dibahas adalah syarat cukup agar G memuat subgrup dengan orde v.

Kata Kunci : Grup, Orde, Subgrub, Teorema Sylow.

1. Pendahuluan

Teorema Lagrange memiliki hubungan dengan orde dalam grup hingga. Teorema

Lagrange menyatakan bahwa jika G suatu grup hingga dan H subgrup dari G, maka

orde dari H harus membagi orde dari G. Converse teorema Lagrange dalam teorema

Cauchy oleh Augustin Louis Cauchy [4] dan teorema Sylow oleh matematikawan

Norwegia Ludwig Sylow pada tahun 1872 [2], jika suatu bialangan bulat positif v

membagi orde dari grup hingga G, maka dijamin ada H subgrup dari G dengan

orde v.

2. Landasan Teori

2.1. Teori Himpunan

Definisi 2.1. [5] Misalkan A dan B suatu himpunan. Himpunan A dan B saling

lepas jika dan hanya jika A ∩ B = ∅.

Definisi 2.2. [3] Misalkan A dan B suatu himpunan.

(1) Perkalian kartesian A × B didefinisikan sebagai himpunan A × B = {(a, b) |
a ∈ A, b ∈ B}.

(2) Setiap subset dari A×B disebut sebagai relasi dari A ke B.

(3) Relasi dari A ke A disebut sebagai relasi di A (pada A).

Definisi 2.3. [1] Misalkan A suatu himpunan dan ∼ suatu relasi pada A. Relasi ∼
disebut sebagai relasi ekuivalen pada A, jika:
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(1) Refleksi, jika setiap a ∈ A berlaku a ∼ a,

(2) Simetri, jika setiap a, b ∈ A dengan a ∼ b berlaku b ∼ a,

(3) Transitif, jika setiap a, b, c ∈ A dengan a ∼ b dan b ∼ c berlaku a ∼ c.

Definisi 2.4. [3] Misalkan X suatu himpunan yang tak kosong dan ∼ suatu relasi

ekuivalen pada X. Untuk setiap a ∈ X, didefinisikan kelas ekuivalen dari a sebagai

cl (a) = {x ∈ X|x ∼ a} yaitu kelas ekuivalen dari a yang memuat semua anggota

X, yang terkait dengan a pada relasi ∼.

Teorema 2.5. [3] Misalkan X suatu himpunan yang tak kosong dan ∼ suatu relasi

ekuivalen pada X, maka untuk setiap a, b ∈ X berlaku:

(1) cl (a) 6= ∅,

(2) Berlaku hanya salah satu dari cl (a) ∩ cl (b) = ∅ atau cl (a) = cl (b) yaitu

dua kelas ekuivalen yang berlaku hanya salah satu dari berikut sama atau tidak

mempunyai elemen,

(3) X =
⋃
a∈X cl (a).

Definisi 2.6. [3] Misalkan X suatu himpunan yang tidak kosong. Himpunan K

adalah himpunan dari subset-subset yang tak kosong dari X sedemikian sehingga

setiap dua anggota dari K yang berbeda saling lepas, maka K disebut sebagai partisi

dari X, jika X sama dengan hasil gabungan atau union dari semua anggota K.

Akibat 2.7. [3] Misalkan X suatu himpunan yang tak kosong dengan suatu relasi

ekuivalen yang didefinisikan pada X, maka himpunan semua kelas-kelas ekuivalen

di X merupakan partisi dari X.

2.2. Pemetaan

Definisi 2.8. [3] Misalkan A dan B suatu himpunan yang tak kosong. Relasi f

dari A ke B disebut sebagai pemetaan atau fungsi f dari A ke B dan ditulis sebagai

f : A −→ B jika untuk setiap a ∈ A dengan tepat satu b ∈ B sedemikin sehingga

(a, b) ∈ f (b disebut sebagai peta atau image dari a pada f yang ditulis sebagai

b = f (a) dan a disebut sebagai prapeta atau pre-image dari b pada f). Himpunan

A disebut sebagai domain dari f dan B disebut sebagai kodomain dari f . Subset

dari B yang memuat hanya anggota-anggota dari B yang mempunyai pre-image di

A disebut sebagai range dari f .

Definisi 2.9. [4] Misalkan A dan B suatu himpunan.

(1) Pemetaan f : A −→ B dikatakan pemetaan satu-satu atau pemetaan injektif

jika setiap a1, a2 ∈ A dengan f (a1) = f (a2), maka a1 = a2 (atau jika setiap

a1, a2 ∈ A dengan a1 6= a2, maka f (a1) 6= f (a2)).

(2) Pemetaan f : A −→ B dikatakan pemetaan pada atau pemetaan surjektif

jika untuk setiap b ∈ B, terdapat a ∈ A sedemikian sehingga f (a) = b.
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2.3. Bilangan Bulat

Definisi 2.10. [3] Misalkan a suatu bilangan bulat tak nol. Bilangan a dikatakan

membagi bilangan bulat b ditulis sebagai a | b, jika b = a c untuk suatu bilangan

bulat c.

Definisi 2.11. [3] Misalkan p suatu bilangan bulat dan p > 1. Bilangan p disebut

sebagai bilangan prima jika hanya 1 dan p yang membagi p.

2.4. Grup

Definisi 2.12. [5] Misalkan G suatu himpunan yang tak kosong. Pemetaan dari

G×G ke G disebut operasi biner pada G.

Definisi 2.13. [1] Misalkan G suatu himpunan tak kosong dan ∗ suatu operasi biner

yang didefinisikan di G. Unsur-unsur di G dikatakan membentuk grup terhadap

operasi ∗ jika memenuhi:

(1) Untuk setiap a, b ∈ G berlaku a ∗ b ∈ G (G bersifat tertutup terhadap operasi

∗),

(2) Untuk setiap a, b, c ∈ G berlaku a ∗ (b ∗ c) = (a ∗ b) ∗ c (G bersifat asosiatif

terhadap operasi ∗),

(3) Terdapat suatu unsur di G yang dilambangkan dengan e sehingga untuk setiap

a ∈ G berlaku a∗ e = e∗a = a (G memiliki unsur identitas terhadap operasi

∗),

(4) Untuk setiap a ∈ G, ada suatu unsur di G yang dilambangkan dengan a−1

sehingga berlaku a ∗a−1 = a−1 ∗a = e (setiap unsur di G mempunyai invers

terhadap operasi ∗).

Catatan:

(1) Untuk selanjutnya a ∗ b ditulis sebagai a b.

(2) Jika setiap unsur di G membentuk grup terhadap operasi biner di G, maka G

suatu grup.

Definisi 2.14. [3] Misalkan G suatu grup. Banyaknya unsur pada grup G disebut

orde dari G dan dinotasikan sebagai o (G) atau |G|.

Lema 2.15. [3] Misalkan G suatu grup, maka:

(1) Elemen identitas di G tunggal,

(2) Invers dari setiap a ∈ G tunggal,

(3)
(
a−1

)−1
= a untuk setiap a ∈ G, dimana a−1 merupakan invers dari a di G,

(4) (a b)
−1

= b−1 a−1 untuk setiap a, b ∈ G,

(5)(a) Jika a b = a c, maka b = c untuk setiap a, b, c ∈ G,

(b) Jika b a = c a, maka b = c untuk setiap a, b, c ∈ G.
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2.5. Subgrup

Definisi 2.16. [3] Misalkan G suatu grup dan H subset yang tak kosong dari G.

Himpunan H disebut subgrup dari G jika H membentuk grup terhadap operasi biner

di G.

Teorema 2.17. [5] Misalkan G suatu grup dan H subgrup dari G. Unsur identitas

di H sama dengan unsur identitas di G.

Teorema 2.18. [3] Misalkan G suatu grup dan H subset yang tak kosong dari G.

Himpunan H disebut subgrup dari G jika dan hanya jika

(1) Untuk setiap a, b ∈ H berlaku a b ∈ H,

(2) Untuk setiap a ∈ H berlaku a−1 ∈ H.

Definisi 2.19. [3] Misalkan G suatu grup dan H subgrup dari G. Untuk setiap

a, b ∈ G, a dikatakan kongruen dengan b mod H ditulis sebagai a ∼= b mod H jika

a b−1 ∈ H.

Teorema 2.20. [3] Misalkan G suatu grup, H subgrup dari G, dan a, b ∈ G.

Didefinisikan relasi kongruen modulo H sebagai berikut a ∼= b mod H jika a b−1 ∈
H. Relasi kongruen modulo H adalah suatu relasi ekuivalen di G.

Definisi 2.21. [3] Misalkan G suatu grup dan H subgrup dari G dan relasi kon-

gruen modulo H suatu relasi ekuivalen pada G. Untuk setiap a ∈ G didefinisikan

kelas ekuivalen dari a sebagai himpunan

cl (a) = {x ∈ G|x ∼= a mod H} .

Definisi 2.22. [3] Misalkan G suatu grup, H subgrup dari G, dan a ∈ G.

(1) Himpunan Ha = {h a|h ∈ H} disebut koset kanan dari H di G.

(2) Himpunan aH = {a h|h ∈ H} disebut koset kiri dari H di G.

Teorema 2.23. [3] Misalkan G suatu grup, H subgrup dari G, dan a ∈ G, maka

Ha = {x ∈ G|x ∼= a mod H} = cl (a).

Akibat 2.24. [3] Misalkan G suatu grup dan H subgrup dari G, maka untuk setiap

a, b ∈ G berlaku:

(1) Ha 6= ∅,

(2) Berlaku hanya salah satu dari Ha ∩ Hb = ∅ atau Ha = Hb yaitu dua

kelas ekuivalen yang berlaku hanya salah satu dari berikut sama atau tidak

mempunyai elemen,

(3) G =
⋃
a∈GHa.

Teorema 2.25. [3] Misalkan G suatu grup hingga dan H subgrup dari G, maka

o (H) membagi o (G).

Lema 2.26. [1] Misalkan G suatu grup dan H subgrup dari G. Terdapat korespon-

densi satu-satu antara setiap dua buah koset kanan dari H di G.

Teorema 2.27. [3] Misalkan G suatu grup, H subgrup dari G, dan a, b ∈ G, maka:
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(1) (a) Ha = H jika dan hanya jika a ∈ H;

(b) aH = H jika dan hanya jika a ∈ H,

(2) (a) Ha = Hb jika dan hanya jika a b−1 ∈ H;

(b) aH = bH jika dan hanya jika a−1 b ∈ H.

3. Teorema Sylow

3.1. Teorema Sylow Pertama

Teorema 3.1. [2] Misalkan G suatu grup hingga, p suatu bilangan prima, dan pα

membagi orde dari G, maka G memuat subgrup dengan orde pα.

Bukti. Misalkan G suatu grup hingga, p suatu bilangan prima dan pα membagi

orde dari G, akan ditunjukkan G memuat subgrup dengan orde pα. Untuk menun-

jukkan G memuat subgrup dengan orde pα, dilakukan langkah-langkah pembuktian

sebagai berikut:

(1) Penjelasan combinatorial, yaitu:

(a) Menunjukkan bahwa terdapat s sehingga ps | (pα − k) dan ps |
(pαm − k) untuk setiap k = 1, 2, · · · , pα − 1,

(b) Menunjukkan bahwa terdapat r sehingga pr |
(
pαm
pα

)
dan pr | m.

(2) Pembentukan H subgrup dari G, yaitu:

(a) Menjelaskan adanya H,

(b) Menunjukkan bahwa H subgrup dari G.

(3) Pembuktian orde dari H adalah pα, yaitu:

(a) Menunjukkan bahwa pα ≤ o (H),

(b) Menunjukkan bahwa o (H) ≤ pα.

Contoh 3.2. Himpunan K suatu grup berorde 12600 atau o (K) = 12600.

Oleh karena 12600 = 23 32 54 7, maka o (K) = 23 32 54 7. Berdasarkan

Teorema 3.1 diperoleh K mempunyai paling sedikit satu subgrup yang berorde

1, 2, 22, 23, 3, 32, 5, 52, 53, 54, atau 7. Ada kemungkinan terdapat subgrup dari K

yang berorde selain dari 1, 2, 22, 23, 3, 32, 5, 52, 53, 54, dan 7, namun Teorema

Sylow tidak menjamin adanya subgrup tersebut.

3.2. Sylow p-subgrup

Definisi 3.3. [3] Misalkan G suatu grup hingga, p suatu bilangan prima, dan n

suatu bilangan bulat tak negatif. pn membagi orde dari G dan pn+1 tidak membagi

orde dari G, maka H subgrup dari G sedemikian sehingga o (H) = pn disebut

Sylow p-subgrup dari G.

Contoh 3.4. Himpunan Z12 =
{

0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11
}

suatu himpunan bi-

langan bulat modulo 12. Didefinisikan penjumlahan modulo 12 (+12) di Z12 sebagai

berikut a+12 b = c dimana c adalah sisa dari a + b setelah dibagi 12. Berdasarkan
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Definisi 2.14, Orde dari Z12 atau o (Z12) adalah 12. Himpunan A =
{

0, 2, 4, 6, 8, 10
}

subgrup dari Z12. Berdasarkan Definisi 2.14, Orde dari A atau o (A) adalah 6. 6

tidak dapat dibentuk dalam perpangkatan bilangan prima, maka A bukan Sylow

p-subgrup dari Z12. Himpunan B =
{

0, 3, 6, 9
}

subgrup dari Z12. Berdasarkan

Definisi 2.14, Orde dari B atau o (B) adalah 4. 4 = 22 dapat dibentuk dalam

perpangkatan bilangan prima, 22 | o (Z12), dan 22+1 - o (Z12), maka B merupakan

Sylow p-subgrup dari Z12. Himpunan C =
{

0, 4, 8
}

subgrup dari Z12. Berdasarkan

Definisi 2.14, Orde dari C atau o (C) adalah 3. 3 = 31 dapat dibentuk dalam per-

pangkatan bilangan prima, 31 | o (Z12), dan 31+1 - o (Z12), maka C merupakan

Sylow p-subgrup dari Z12.

Akibat 3.5. [3] Misalkan G suatu grup hingga. Jika p suatu bilangan prima

sedemikian sehingga pn | o (G) dan pn + 1 - o (G), maka ada Sylow p-subgrup dari

G.

Bukti. Misalkan G suatu grup hingga, p suatu bilangan prima, pn | o (G) dan

pn + 1 - o (G). Berdasarkan Definisi 3.3 dan Teorema 3.1 diperoleh ada Sylow p-

subgrup dari G.

4. Kesimpulan

(1) Misalkan G suatu grup hingga dan p suatu bilangan prima. Jika pα | o (G),

maka ada H subgrup dari G sedemikian sehingga o (H) = pα.

(2) Misalkan G suatu grup hingga, p suatu bilangan prima, dan n suatu bilangan

bulat tak negatif. pn membagi orde dari G dan pn+1 tidak membagi orde dari

G, maka H subgrup dari G sedemikian sehingga o (H) = pn disebut Sylow

p-Subgrup dari G.

(3) Misalkan G suatu grup hingga. Jika p suatu bilangan prima sedemikian sehingga

pn | o (G) dan pn + 1 - o (G), maka ada Sylow p-subgrup dari G.
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