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Abstrak. Dalam makalah ini dikaji solusi dari sistem persamaan diferensial fractional
linier. Solusi sistem persamaan diferensial fractional linier diperoleh dengan menerapkan
transformasi Laplace. Sistem persamaan diferensial linier fractional dikatakan positif
jika untuk setiap keadaan awal non- negatif, maka trajektori dari sistem linier tersebut
adalah non-negatif dengan berlalunya waktu.

Kata Kunci: Sistem Fractional, Sistem Fractional positif, Transformasi Laplace.

1. Pendahuluan

Diberikan suatu sistem persamaan diferensial Fractional linier sebagai berikut :

dox(t) B
dre Ax(t) + Bu(t), x(0) =xo (1.1)
dengan
°rt) 1 [ W
dte T'(k—a) / (t — 7)o+i—k (1.2)

0
untuk £k — 1 < a < k,k € N, dan I" adalah fungsi Gamma, dimana A € R"*™
x € R" dan te€ Ry.

Sistem (1.1) dikatakan positif jika untuk setiap keadaan awal xo € R’} dan ¢ > 0
maka solusi dari (1.1) adalah non-negatif, yaitu x(¢) € R’}. Kajian dari sistem
linier dimulai dengan menerapkan transformasi Laplace pada Sistem (1.1). Dalam
makalah ini dikaji solusi dari sistem persamaan diferensial fractional linier dengan
asumsi bahwa sistem (1.1) adalah positif dengan menerapkan transformasi Laplace.

2. Tinjauan Pustaka

Definisi 2.1. [6] Matriks A = [a;;] € R™*" dikatakan matriks Metzler jika entri-
entri selain entri diagonal utamanya adalah non-negatif, yaitu a;; > 0 untuk i # j,
ij=1,2,,n.
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Definisi 2.2. [3] Misalkan £(t) € R™ adalah suatu fungsi vektor yang berada dalam
interval [0, +00). Transformasi Laplace dari fungsi f(t) didefinisikan sebagai berikut

LIE(@)] = F(s) = zf(t)e—‘f‘tdt

asalkan [ f;(t)e~s'dt ada, untuk i =1,2,--- ,n.
0

Teorema 2.3. [6] Jika transformasi Laplace dari fungsi £(t) dan g(t) adalah F(s)
dan G(s) maka

L gf(t —71) g(7) dr|=F(s) \ G(s).

Definisi 2.4. [6] Fungsi Gamma yang dinotasikan dengan T'(z) didefinisikan seba-
gai berikut

D(z)= [t*"le7tdt , x>0 .
0

Definisi 2.5. [6] Turunan fractional Caputo orde o € R dari fungsi f(t), dino-

(o3

d
tasikan dengan TR didefinisikan sebagai berikut :

def(t) 1 t R (r)dr
dte T(k—a)y (t—7)eti-k

dengan k —1 < a < k,keN.

Dari Definisi 2.5 dapat diperoleh hasil transformasi Laplace dari turunan frac-
tional Caputo dengan orde o € R yang disajikan dalam teorema di bawah ini .

Teorema 2.6. [6] Transformasi Laplace dari turunan fractional Caputo adalah

c [i;f(t)} = s"F(s) = Y _ s = (o). (2.1)
k=1

Bukti.
[ t0] =2 ey (tﬂrﬁ)@?m}

" T(m—a) { <tﬂ?>(;)?7m}

Berdasarkan Teorema 2.3 maka

~ e () = S s 0
— 50 F(s) — S, s fD) () ]

3. Pembahasan

Matriks A = [a;;] € R"*" dikatakan matriks Metzler jika entri-entri selain entri
diagonal utamanya adalah non-negatif, yaitu a;; > 0 untuk ¢ # 5,4, =1,2,--- ,n
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3.1. Sistem Linier Fractional

Perhatikan kembali sistem (1.1). Dengan menerapkan transformasi Laplace pada
sistem (1.1), diperoleh

L L(lltax(t)} = L[Ax(t) + Bu(t)] , dengan 0 < a < 1
Berdasarkan Teorema 2.3 dan Teorema 2.6, diperoleh
[I,5% — A]X(s) = s* 'x0 + BU(s) (3.1
Jika det[l,s* — A] # 0 maka persamaan (3.1) menjadi
X(s) = [I,5 — A] " [s*'xo + BU(s)]. (3.2)

oo
[Ls™ — A]7h =) Alg= (kD (3.3)
Dengan mensubtitusikan persamaan (3.3) ke dalam persamaan (3.2), diperoleh

ZAk ka+1)x +ZAI€ (k+1)aBU( ) (34)
k=0

Invers transformasi Laplace dari persamaan (3.4) adalah

= £ [T ARs~ ety 1 Y | AR (D2 BU(s)]
— ol OAkE [ ka—i—l)} x0+2k OAk‘C [ k+1)aBU( )]

Berdasarkan Teorema 2.3, diperoleh
Ak‘tka

=> 1o Tha xo —|—fz o AF(t — 1)Y=l pu(r)dr
sehingga diperoleh
t
x(t) =Po(t)xo + /<I>(t — 7)Bu(r)dr (3.5)
0
dimana
o0 Aktka
F ka+1 (3:6)

P (t) = 3opZp AL s~ D

o Akt(k:-‘rl)a—l
- kZ:o I'k+1)a (3.7)
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3.2. Sistem Linier Fractional Positif
Perhatikan kembali sistem linier fractional (1.1).

Definisi 3.1. [6] Sistem fractional (1.1) dikatakan positif jika x(t) € R’} untuk
setiap Xo € R} dan semua input u(t) € R, dengan t >0

Lema 3.2. [6] Misalkan A € R™*™ | ¢t>0 dan 0 < a < 1, maka

o %) Aktka R N q o e s} Akt(k—i-l)a—l R § 18
t) = - nxn t) = s nxn )
ot kZ:O (ka1 1) € dan 20 kZ:O Tl(k+1)a] < * (38)

jika dan hanya jika A adalah matriks Metzler.

Bukti.
(=) Misalkan A € R™*" dan persamaan (3.8) berlaku untuk 0 < o < 1, yaitu
At A?p2
Oo(t) =1, c- e R
o(?) TTarl) T@axD) +
o / ta—l A 2a—1 A2 3a—1 R
t)=1I,—— ... RPXT
O =Ity T 4tee T e T +

Karna ®¢(t) € R} dan ®(t) € R7*™ untuk ¢ > 0 maka jelas bahwa A adalah
matriks Metzler.Begitupun sebaliknya untuk kasus ®(t). |

Teorema 3.3. [6] Sistem linier fractional (1.1) adalah positif jika dan hanya jika
matriks A adalah matriks Metzler dan B € R*™

Bukti.

(=) Perhatikan bahwa solusi sistem (1.1) diberikan oleh persamaan (3.5).
Misalkan sistem (1.1) adalah positif. Akan ditunjukkan bahwa A adalah matriks
Metzler dan B € R’*™. Karena sistem (1.1) adalah positif, maka berlaku x(t) € R’}
untuk setiap xg € R’} dan ¢ > 0. Secara khusus, jika u(t) = 0 dan x¢ = e;, yaitu
vektor kolom ke-i dari matriks Identitas maka (3.5) menjadi x(t) =®¢(¢)e;. Akibat-

da
nya dt—aX(O) = Ae;. Karena trajektori dari sistem positif tidak mungkin mening-
dOé
galkan orthant non negatif R’} maka dt—ax(()) = Ae; € R, dan mengakibatkan A
adalah matriks Metzler. Selanjutnya jika xo = 0 maka persamaan (3.5) menjadi
dTo‘X(O) = Bu(0) € R". yang mengakibatkan B € R}*™ .

(<) Misalkan A matriks Metzler dan B € R}*™. Akan ditunjukkan sistem
(1.1) adalah positif. Karena A adalah matriks Metzler, berdasarkan Lema (3.2)
Qo (t) € R, ®(t) € R} untuk ¢ > 0, Akibatnya untuk setiap xo € R} dan u € R
memberikan x(t) € R’} , sehingga sistem (1.1) positif. O

Sebagai contoh, perhatikan sistem (1.1) dengan

_ 01 2%x2 _ 0 2x1
A_[OO}GRJF , B_HER+ ,
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1
Jika diberikan xo = [J € RY*" dan u(t) = 1, maka solusi dari sistem linier

tersebut dapat ditentukan sebagai berikut.
Dari persamaan (3.6) dan persamaan (3.7), diperoleh

= Abthe At
@ou)—gom =L+ oy (3.9)
> Akp(k+1a—1 1 12a-1
o) = DA BT AT aa (3.10)

k=0

Karena

Ak = [88],]4;:2,3,4,5,---

Selanjutnya subtitusikan persamaan (3.9) dan (3.10) dengan, u(t) = 1(t) ke
dalam persamaan (3.5), diperoleh

_ AXOta ¢ B a—1 AB 2a—1
x(0) =0+ 507 +Hr(a)(t_7) ey 7 dr
Axot® Bt~ ABt?®
=Xo+ +

Tatl) T(atl) TRatl)

L)ool B e+ [ e+ ool [ e
i+ [ e M o+ ) reees

1+ +
_ Ia+1) OlF(2oz—i—1) e R

t
1 -
NCES)

Untuk « = 0.5, diperoleh solusi sistem (1.1) adalah

t
1+2 /5 +1
x(t) = ;
1+24/=
AV

4. Kesimpulan

Solusi sistem persamaan diferensial fractional linier (1.1) adalah

x(t) =P (t)xo + j@(t — 7)Bu(r)dr
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dimana

Aktka
() Zk 0 F(k’a—f— )
Akt(kJrl)oc 1

Sistem persamaan diferensial fractional linier (1.1) adalah positif jika dan hanya

jika matriks A adalah matriks Metzler dan B € R} *™.
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