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Abstrak. Dalam makalah ini dikaji solusi dari sistem persamaan diferensial fractional

linier. Solusi sistem persamaan diferensial fractional linier diperoleh dengan menerapkan
transformasi Laplace. Sistem persamaan diferensial linier fractional dikatakan positif

jika untuk setiap keadaan awal non- negatif, maka trajektori dari sistem linier tersebut

adalah non-negatif dengan berlalunya waktu.
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1. Pendahuluan

Diberikan suatu sistem persamaan diferensial Fractional linier sebagai berikut :

dαx(t)

dtα
= Ax(t) +Bu(t), x(0) = x0 (1.1)

dengan

dαf(t)

dtα
=

1

Γ(k − α)

t∫
0

f (k)(τ)dτ

(t− τ)α+1−k (1.2)

untuk k − 1 < α < k, k ∈ N, dan Γ adalah fungsi Gamma, dimana A ∈ Rn×n,

x ∈ Rn dan t ∈ R+.

Sistem (1.1) dikatakan positif jika untuk setiap keadaan awal x0 ∈ R̄n+ dan t ≥ 0

maka solusi dari (1.1) adalah non-negatif, yaitu x(t) ∈ R̄n+. Kajian dari sistem

linier dimulai dengan menerapkan transformasi Laplace pada Sistem (1.1). Dalam

makalah ini dikaji solusi dari sistem persamaan diferensial fractional linier dengan

asumsi bahwa sistem (1.1) adalah positif dengan menerapkan transformasi Laplace.

2. Tinjauan Pustaka

Definisi 2.1. [6] Matriks A = [aij ] ∈ Rn×n dikatakan matriks Metzler jika entri-

entri selain entri diagonal utamanya adalah non-negatif, yaitu aij ≥ 0 untuk i 6= j,

i, j = 1, 2, · · · , n .
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Definisi 2.2. [3] Misalkan f(t) ∈ Rn adalah suatu fungsi vektor yang berada dalam

interval [0,+∞). Transformasi Laplace dari fungsi f(t) didefinisikan sebagai berikut

L [f(t)] = F(s) =
∞∫
0

f(t)e−stdt

asalkan
∞∫
0

fi(t)e
−stdt ada, untuk i = 1, 2, · · · , n.

Teorema 2.3. [6] Jika transformasi Laplace dari fungsi f(t) dan g(t) adalah F(s)

dan G(s) maka

L
[
t∫
0

f(t− τ) g(τ) dτ

]
= F(s) \G(s).

Definisi 2.4. [6] Fungsi Gamma yang dinotasikan dengan Γ(x) didefinisikan seba-

gai berikut

Γ(x) =
∞∫
0

tx−1e−tdt , x > 0 .

Definisi 2.5. [6] Turunan fractional Caputo orde α ∈ R dari fungsi f(t), dino-

tasikan dengan
dα

dtα
, didefinisikan sebagai berikut :

dαf(t)

dtα
=

1

Γ(k − α)

t∫
0

f (k)(τ)dτ

(t− τ)α+1−k dengan k − 1 < α < k, k ∈ N.

Dari Definisi 2.5 dapat diperoleh hasil transformasi Laplace dari turunan frac-

tional Caputo dengan orde α ∈ R yang disajikan dalam teorema di bawah ini .

Teorema 2.6. [6] Transformasi Laplace dari turunan fractional Caputo adalah

L
[
dα

dtα
f(t)

]
= sαF (s)−

m∑
k=1

s(α−k)f (k−1)(0+). (2.1)

Bukti.

L
[
dα

dtα
f(t)

]
= L

[
1

Γ(m− α)

t∫
0

f (m)(τ)dτ

(t− τ)α+1−m

]
=

1

Γ(m− α)
L
[
t∫
0

f (m)(τ)dτ

(t− τ)α+1−m

]
Berdasarkan Teorema 2.3 maka

=
1

Γ(m− α)

Γ(m− α)

sm−α
[
smF (s)−

∑m
k=1 s

(m−k)f (k−1)(0)
]

= sαF (s)−
∑m
k=1 s

(α−k)f (k−1)(0) .

3. Pembahasan

Matriks A = [aij ] ∈ Rn×n dikatakan matriks Metzler jika entri-entri selain entri

diagonal utamanya adalah non-negatif, yaitu aij ≥ 0 untuk i 6= j, i, j = 1, 2, · · · , n
.
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3.1. Sistem Linier Fractional

Perhatikan kembali sistem (1.1). Dengan menerapkan transformasi Laplace pada

sistem (1.1), diperoleh

L
[
dα

dtα
x(t)

]
= L [Ax(t) +Bu(t)] , dengan 0 < α < 1

Berdasarkan Teorema 2.3 dan Teorema 2.6, diperoleh

[Ins
α −A]X(s) = sα−1x0 +BU(s) (3.1)

Jika det[Ins
α −A] 6= 0 maka persamaan (3.1) menjadi

X(s) = [Ins
α −A]

−1 [
sα−1x0 +BU(s)

]
. (3.2)

[Ins
α −A]−1 =

∞∑
k=0

Aks−(k+1)α (3.3)

Dengan mensubtitusikan persamaan (3.3) ke dalam persamaan (3.2), diperoleh

X(s) =

∞∑
k=0

Aks−(kα+1)x0 +

∞∑
k=0

Aks−(k+1)αBU(s) (3.4)

Invers transformasi Laplace dari persamaan (3.4) adalah

x(t) = L−p[X(s)]

= L−p
[∑∞

k=0A
ks−(kα+1)x0 +

∑∞
k=0A

ks−(k+1)αBU(s)
]

=
∑∞
k=0A

kL−p
[
s−(kα+1)

]
x0 +

∑∞
k=0A

kL−p
[
s−(k+1)αBU(s)

]
Berdasarkan Teorema 2.3, diperoleh

=
∑∞
k=0

Aktkα

Γ(kα+ 1)
x0 +

t∫
0

∑∞
k=0A

k(t− τ)(k+1)α−1Bu(τ)dτ

sehingga diperoleh

x(t) =Φ0(t)x0 +

t∫
0

Φ(t− τ)Bu(τ)dτ (3.5)

dimana

Φ0(t) =

∞∑
k=0

Aktkα

Γ(kα+ 1)
(3.6)

Φ (t) =
∑∞
k=0A

kL−p[s−(k+1)α]

=

∞∑
k=0

Akt(k+1)α−1

Γ(k + 1)α
(3.7)
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3.2. Sistem Linier Fractional Positif

Perhatikan kembali sistem linier fractional (1.1).

Definisi 3.1. [6] Sistem fractional (1.1) dikatakan positif jika x(t) ∈ Rn+ untuk

setiap x0 ∈ Rn+ dan semua input u(t) ∈ Rm+ , dengan t ≥ 0

Lema 3.2. [6] Misalkan A ∈ Rn×n , t ≥ 0 dan 0 < α < 1, maka

Φ0(t) =

∞∑
k=0

Aktkα

Γ(kα+ 1)
∈ Rn×n+ , dan Φ(t) =

∞∑
k=0

Akt(k+1)α−1

Γ [(k + 1)α]
∈ Rn×n+ (3.8)

jika dan hanya jika A adalah matriks Metzler.

Bukti.

(⇒) Misalkan A ∈ Rn×n dan persamaan (3.8) berlaku untuk 0 < α < 1, yaitu

Φ0(t) = In +
Atα

Γ(α+ 1)
+

A2t2α

Γ(2α+ 1)
+ · · · ∈ Rn×n+

Φ(t) = In
tα−1

Γ(α)
+A

t2α−1

Γ(2α)
+A2 t

3α−1

Γ(3α)
+ · · · ∈ Rn×n+

Karna Φ0(t) ∈ Rn×n+ dan Φ(t) ∈ Rn×n+ untuk t > 0 maka jelas bahwa A adalah

matriks Metzler.Begitupun sebaliknya untuk kasus Φ(t).

Teorema 3.3. [6] Sistem linier fractional (1.1) adalah positif jika dan hanya jika

matriks A adalah matriks Metzler dan B ∈ Rn×m+

Bukti.

(⇒) Perhatikan bahwa solusi sistem (1.1) diberikan oleh persamaan (3.5).

Misalkan sistem (1.1) adalah positif. Akan ditunjukkan bahwa A adalah matriks

Metzler dan B ∈ Rn×m+ . Karena sistem (1.1) adalah positif, maka berlaku x(t) ∈ Rn+
untuk setiap x0 ∈ Rn+ dan t ≥ 0. Secara khusus, jika u(t) = 0 dan x0 = ei, yaitu

vektor kolom ke-i dari matriks Identitas maka (3.5) menjadi x(t) =Φ0(t)ei. Akibat-

nya
dα

dtα
x(0) = Aei. Karena trajektori dari sistem positif tidak mungkin mening-

galkan orthant non negatif Rn+ maka
dα

dtα
x(0) = Aei ∈ Rn+, dan mengakibatkan A

adalah matriks Metzler. Selanjutnya jika x0 = 0 maka persamaan (3.5) menjadi
dα

dtα
x(0) = Bu(0) ∈ Rn+. yang mengakibatkan B ∈ Rn×m+ .

(⇐) Misalkan A matriks Metzler dan B ∈ Rn×m+ . Akan ditunjukkan sistem

(1.1) adalah positif. Karena A adalah matriks Metzler, berdasarkan Lema (3.2)

Φ0(t) ∈ Rn+, Φ(t) ∈ Rn+ untuk t ≥ 0, Akibatnya untuk setiap x0 ∈ Rn+ dan u ∈ Rm+
memberikan x(t) ∈ Rn+, sehingga sistem (1.1) positif.

Sebagai contoh, perhatikan sistem (1.1) dengan

A =

[
0 1

0 0

]
∈ R2×2

+ , B =

[
0

1

]
∈ R2×1

+ ,
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Jika diberikan x0 =

[
1

1

]
∈ R2×1

+ dan u(t) = 1, maka solusi dari sistem linier

tersebut dapat ditentukan sebagai berikut.

Dari persamaan (3.6) dan persamaan (3.7), diperoleh

Φ0(t) =

∞∑
k=0

Aktkα

Γ(kα+ 1)
= I2 +

Atα

Γ(α+ 1)
, (3.9)

Φ(t) =

∞∑
k=0

Akt(k+1)α−1

Γ [(k + 1)α]
= I2

tα − 1

Γ(α)
+A

t2α−1

Γ(2α)
. (3.10)

Karena

Ak =

[
0 0

0 0

]
, k = 2, 3, 4, 5, · · ·

Selanjutnya subtitusikan persamaan (3.9) dan (3.10) dengan, u(t) = 1(t) ke

dalam persamaan (3.5), diperoleh

x(t) = x0 +
Ax0t

α

Γ(α+ 1)
+

t∫
0

[
B

Γ(α)
(t− τ)α−1 +

AB

Γ(2α)
(t− τ)2α−1

]
dτ

= x0 +
Ax0t

α

Γ(α+ 1)
+

Btα

Γ(α+ 1)
+

ABt2α

Γ(2α+ 1)

=

[
1

1

]
+

[
0 1

0 0

] [
1

1

]
tα

Γ(α+ 1)
+

[
0

1

]
tα

Γ(α+ 1)
+

[
0 1

0 0

] [
0

1

]
t2α

Γ(2α+ 1)

=

[
1

1

]
+

[
1

0

]
tα

Γ(α+ 1)
+

[
0

1

]
tα

Γ(α+ 1)
+

[
1

0

]
t2α

Γ(2α+ 1)

=

1 +
tα

Γ(α+ 1)
+

t2α

Γ(2α+ 1)

1 +
tα

Γ(α+ 1)

 ∈ R2×1
+

Untuk α = 0.5, diperoleh solusi sistem (1.1) adalah

x(t) =

1 + 2

√
t

Π
+ t

1 + 2

√
t

Π


4. Kesimpulan

Solusi sistem persamaan diferensial fractional linier (1.1) adalah

x(t) =Φ0(t)x0 +
t∫
0

Φ(t− τ)Bu(τ)dτ
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dimana

Φ0(t) =
∑∞
k=0

Aktkα

Γ(kα+ 1)

Φ (t) =
∑∞
k=0

Akt(k+1)α−1

Γ(k + 1)α

Sistem persamaan diferensial fractional linier (1.1) adalah positif jika dan hanya

jika matriks A adalah matriks Metzler dan B ∈ Rn×m+ .
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